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rV Vorwort. 

geometrische Betrachtungen, während Abschnitt II bereits der Mechanik 
angehört. 

Die fundamentalen Abschnitte I bis III, wie es mehrfach geschehen 
ist, aus pädagogischen Kücksichten ans Ende des Lehrganges zu verschieben 
und damit gewissermassen das Fundament erst zu bauen, nachdem das Haus 
fertig ist, scheint mir fClr ein Buch um so weniger angebracht, als es 
den Lehrer nicht hindert, bei ungenügender Vorbildung der Hörer im Vor- 
trag die etwa nötigen Änderungen in der Reihenfolge nach eigener Einsicht 
vorzunehmen. 

Die Grenzen der Festigkeitslehre sind von verschiedenen Schriftstellern 
sehr verschieden gezogen worden. Unsicherheit besteht namentlich gegen* 
über der Mathematik, der Physik, der allgemeinen Mechanik, der Techno- 
logie der Baumaterialien, der Lehre von den Maschinenelementen, dem 
Brückenbau und dem Hochbau. 

Wenn ich. bestrebt war, diesen Nachbargebieten gegenüber die Grenzen 
möglichst eng zu ziehen, so geschah es nicht nur, um Übergriffe zu ver- 
meiden und den Umfang des Buches zu beschränken, sondern besonders 
auch, um die der Festigkeitslehre eigentümlichen Gedankengänge möglichst 
frei von Nebendingen zur Darstellung zu bringen. Das gilt namentlich fftr 
den ersten Teil, in welchem man vielleicht manches vermissen wird, wM 
in den bekannten Werken gleicher Richtung ausführlich behandelt wird. 
Ich erwähne z. B. die Lehre von den geometrischen Integralen, insbesondere 
den Momenten ersten und zweiten Grades, die ich als bekannt voraussetzen 
darf, und zu deren Wiederholung und Einübung die erste Aufgabengruppe 
genügen wird. Auch das umfangreiche Gebiet der Qualitätsprüfung der 
Baumaterialien ist fast vollständig übergangen, da es, wie mir scheint, 
mehr in die Technologie gehört als in die Festigkeitslehre. 

Der Inhalt des ersten Teiles ist, was den Stoff betrifft, seit langer 
Zeit bekannt und vielfach in vorzüglichen Werken dargestellt. Kann daher 
auch materiell kaum etwas Neues geboten werden, so glaube ich doch auf 
einige Fortschritte in der Darstellung hinweisen zu dürfen, z. B. auf den 
II. Abschnitt, ferner auf die §§ 59 bis 62, endlich auf den V. und den 
IX. Abschnitt. 

Die Übungsbeispiele sind zum Teil ebenfalls allgemein bekannt ud'' 
in vielen Lehrbüchern zu finden. Einige beruhen im Grundgedanken a 
Prüfungsaufgaben Grashofs, welche ich in den Akten und in Programm 
der Technischen Hochschule zu Karlsruhe gefunden habe. Die meist 
habe ich schon lange im eigenen Unterricht und den damit verbunder 
Übungen benutzt und erprobt. 






Vorwort. V 

Gern und dankbar gedenke ich dabei der Mitwirkung der jungen 
Kollegen, die seit 1892 als Assistenten in diesen Übungen tätig und bei 
den Vorbereitungen beteiligt waren. Es sind dies die Herren Chr. Eberle, 
G.Leber, A. Ziegler, H. Stadtmüller, H.Röttgen, O.Rüdt, F.Müller 
und M. Hollenweger. Den drei letztgenannten danke ich auch für ihre 
Hilfe bei der Anfertigung der Zeichnungen und der Durchsicht der Kor- 
rekturbogen. 

Von den Figuren des zweiten Teils hätten manche durch einige Text- 
wort« ersetzt werden können. Sie erleichtern jedoch das schnelle Auffinden 
der Aufgaben, was hier umso wichtiger ist, als es nicht anging, die Auf- 
gaben einzeln mit treffenden Namen zu kennzeichnen und in das Inhalts- 
verzeichnis aufzunehmen. In Anbetracht dieses untergeordneten Zweckes 
konnte der Massstab für die meisten Figuren im zweiten Teil wesentlich 
kleiner gewählt werden als im ersten. 

Das Buch wendet sich in erster Linie an meine Zuhörer. Möchte es 
dazu beitragen, dass sie die Hochschule mit einem Schatz geordneter 
Kenntnisse aus dem Gebiete der Festigkeitslehre verlassen, möchte es zur 
weiteren Vertiefung in dieser für den Ingenieur so überaus wichtigen Wissen- 
schaft und ihrer umfangreichen Litteratur anregen, und möchte es einen 
Standpunkt erreichen helfen, wo die Formel, der Autorität entkleidet, die 
sie sich auf niederer Stufe so gern anmasst, nur noch als Werkzeug leicht 
und willig dient. 

Karlsruhe, Februar 1905. 

Ernst A. Brauer. 
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Einleitimg. 



Festigkeit und Nachgiebigkeit, 

Nach der Oblichen Unterscheidung zwischen festen, flüssigen und gas- § !• 
artigen Körpern kann es scheinen, als schlössen sich die Eigenschaftsbegriffe 
fest, flfissig, gasartig gegenseitig aus. Bekanntlich besteht jedoch eine 
scharfe Grenze weder zwischen dem festen und flüssigen , noch zwischen dem 
flüssigen und gasartigen Aggregatzustand, und es gibt keinen Körper, der 
nicht die den letzten beiden Zuständen eigentümliche Nachgiebigkeit wenigstens 
in geringem Masse besitzt. Unter Festigkeit ist daher nicht vollkommene 
Starrheit zu verstehen, sondern nur ein hoher Grad von Widerstandsfühig- 
keit gegen umgestaltende Einflüsse. 

Formbestftndigkeit und Nachgiebigkeit eines festen Körpers hängen nach 
Art and Grösse teils von ihm selbst, teils von äusseren Einflüssen ab und 
unterliegen gewissen allgemeinen Naturgesetzen. Die Erforschung dieser 
Gesetze bildet die Grundlage, ihre Darstellung den Inhalt der Festigkeits- 
lehre, einer Wissenschaft, welche es mit der Substanz, Form und Grösse 
der Körper, mit den sie beeinflussenden Kräften und bisweilen mit Wir- 
kungen der Wärme zu tun hat. 

'Es gibt Formänderungen, welche mit ihrer Ursache wieder verschwinden 
und solche, bei denen dies nicht der Fall ist. Man bezeichnet die ersteren 
als elastische oder stabile, die letzteren als plastische oder duktile. 
Kleine Formänderungen, deren Betrag unter einer gewissen Grenze, der 
Elastizitätsgrenze, bleibt, sind bei den meisten Stoffen elastisch. Mit 
diesen und mit den Bedingungen ihrer Stabilität hat es die FestigkeitsU^hre 
vorzugsweise zu tun; deshalb nennt man diese Wissenschaft mitunter 
Elastizitätslehre. 



Aufgaben der Festigkeitslehre. 

Die Festigkeitslehre ist eine Erfahrungswisseusdiaft. Fus>end auf S 2. 
unabsichtlichen — zufälligen — oder absichtlichen — experimentellen — 

Bramtr, FwtIgkeUslehre. 1 



2 Einleitung. 

Erfahrungen lehrt sie die Vorausbestimmung von künftigen Vorgängen ver- 
wandter Art in der Absicht, zu zeigen, wie man 1) zweckmässige 
Formünderungen hervorrufen, 2) unzweckmässige vermeiden 
oder einschränken, 3) unzulässige verhüten kann. 

Die Festigkeitslehre ist nicht abgeschlossen, weder in ihren erfahmngs- 
mässigen Grundlagen noch in dem zum grossen Teil mathematischen Gefüge 
ihrer Folgerungen. Man erkennt in der historischen Entwickelang dieser 
Wissenschaft das Bestreben, den ganzen sich stets erweiternden Vorrat voi 
Erfahrungen in solcher Weise zu verknüpfen, dass es möglich wird, sie ans 
einer kleinen Zahl einwandfreier Tatsachen logisch abzuleiten. Trotz be- 
wunderungswürdiger Leistungen der Mathematiker und Physiker *) des voriges 
Jahrhunderts, ist man von diesem Ziele noch weit entfernt, denn , verglichen 
mit der unendlichen Fülle von Aufgaben, deren Lösung von praktischen 
Interesse wäre, ist die Zahl derjenigen, die sich schon jetzt auf diesem 
Wege mit einiger Strenge lösen lassen, noch recht klein. 

Am leichtesten und sichersten kann man zur Zeit die Festigkeit solcher 
Körperformen berechnen, bei denen die räumliche Ausdehnung nach einer 
oder nach zwei Richtungen überwiegt. Man kann Körper der ersten Art, 
bei denen Dicke und Breite der Länge gegenüber zurücktritt, als stab- 
förmige, Körper der zweiten Art, welche besonders als Gefässe oder Gefäss- 
teile vorkommen, als wandförmige bezeichnen. Körper von gedrungener 
Form, die sich nicht in eine dieser beiden Klassen einfügen lassen, z.B. 
kurze Stäl)e oder besonders dicke Gefässwände können in gewissen Fällen, 
je nacli ihrer besonderen Gestalt, nüherungsweise als stabförmige oder als 
wandförmige berechnet werden. 

Für die Technik ist die Schwierigkeit, welche bei der Behandlung ge- 
drungener Körper auftritt, weniger störend, weil für diese seltener dii, 
Bedürfnis genauer Festigkeitsberechnung vorliegt. Meist sind es Körper von 
nicht sehr grossen Abmessungen, bei denen die Erzielung des kleinstmOg- 
liehen Gewiciits hinter anderen Bedingungen zurücktritt. 

Der Festigkeitszustand. 

S 3. Denkt man sich einen festen Korper von einem dreifachen Netz paralleler 

Ebenen durchzogen, die einander rechtwinklig sciinoidon, so zerfällt er in 
ein«' Anzahl kleiner Teile, und zwar in innere Teile von der Form eines 
Parallelepipe«ls un<l Oberflüchenteile, welche Abschnitte eines solchen sind. 
Je kleiner diese Teile sind, um so einfacher und gleichartiger werden die 

1 1 Vergl . Todhunter and Pearson , A hintor)' of thc Elasticity and of the 
strength of niaterials 1886—1893. 



Einleitung. 3 

ormänderungen sein, die sie bei Änderung der Gesamtform erleiden, um so 
•össer wird daher die Wahrscheinlichkeit, allgemeine Gesetze zu finden, 
eiche von der besonderen Körperform unabhängig sind. 

Von dieser Absicht geleitet stützt sich die allgemeine mathematische 
beorie der Festigkeit auf die Betrachtung eines unendlich kleinen Körper- 
ements der beschriebenen Art. Dabei wird stetige Raumerflillung an- 
kommen, also von Hypothesen über die Molekularstruktur des Stoffes 
jgesehen, nachdem ältere Versuche, die Festigkeit und Elastizität als Folge 
)n Molekularkräften mathematisch zu erklären, ohne wesentlichen Erfolg 
ablieben sind. 

Der Festigkeitszustand eines Körpers kann nur dann als bekannt gelten, 
enn er in allen Punkten, d. h. in allen unendlich kleinen Körperteilen an ge- 
lben werden kann. Denn, wenn nur in einem Punkte die Elastizitätsgrenze 
aerschritten wäre, so würde derselbe zum Ausgangspunkt einer Zerstörung 
?r ganzen Körperform werden können. Hierin liegt ein weiterer Anlass 
ir Untersuchung der Festigkeit kleinster Teile. 

Die Betrachtungen über die Festigkeit eines Körperelements sind teils 
»ometrischer Natur, teils gehören sie in das Gebiet der Mechanik; man 
inn sie nach folgenden drei Gruppen ordnen: 

1. Die elastischen Formänderungen an sich, ohne Rücksicht auf 
echanische Ursachen und Wirkungen. 

2. Die Bedingungen für das Gleichgewicht oder den Bewegungszustand 
nes Körperelements. 

3. Die gegenseitige Abhängigkeit zwischen Formänderung und Kräfte- 
irkung. 

In der Aufsuchung und Anwendung der zuletzt genannten Beziehungen 
»gt das Wesen der Festigkeitslehre. Die drei Gruppen bilden den Inhalt 
ir folgenden Abschnitte I bis III. 
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I. Abschnitt, 

Der geometrische Zustand eines deformierten 

Eörperelements . 



Die geometrische Verwandtschaft bei der Deformation. 

^ 4. Wenn ein beliebig gestalteter elastischer Körper aus der Form I in die 

Form II übergeht, so besteht zwischen den geometrischen Gebilden, in denen 
sich die Form vor und nach der Änderung darstellt, eine geometrische 
Verwandtschaft. 

Ist P ein Punkt im Innern oder an der Oberfläche des Körpers, welcher 
vor der Änderung mit dem Punkte P, des Gebildes I zusammenfallt, so 
findet sich seine Materie wieder in einem Punkte P^ des Gebildes II. Jedem 
Punkte des Gebildes I entspricht sonach ein gewisser Punkt des Gebildes II. 

Die Strecke P^P^ stellt durch Grösse und Richtung die geometrische 
Wirkung der Deformation auf den Punkt P^ seinen Deformationsweg, dar. 

Wäre eine Regel bekannt, nach welcher der Deformationsweg ftkr jeden 
Punkt des Körpers berechnet werden könnte, d.h. das Deformationsgesetz, 
so könnte auch für jede beliebige Grupiu? von Punkten Pj die zagehörige 
Gruppe der Punkte P^ gefunden werden. 

Ware z. B. (^ ein zweiter matorielh'r Punkt desselben Körpers, so geht 
die Liinge P, Q^ über in P.^ Q.^ , demnach ist P.j, Q.j, — P, Q^ die Ver- 
längerung dieser Strecke. 

Durch einen dritten Punkt wäre das Dreieck OPQ in den Gebilden 
I und II gegeben. Man könnte also durch Vergleich der Dreiecke OiPjQ, 
und O2 P2 Q'i "i^^*^ ""*' '^i<^ Verlängerung der Seiten, sondern auch die 
Änderung der Winkel finden. 

Die Gesetze, nach denen sich elastische Körper deformieren, sind oft 
M>hr verwickelt. Zur Einführung in das Verständnis derselben möge die 
Betrachtung einiger Reisi>iele dienen, bei denen ein einfaches Deformations- 
gesetz als gegeben betrachtet wird. 
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Das Gesetz der Ähnlichkeit als Deformationsgesetz . 

Sind die Körper I und II geometrisch ähnlich, so hat für je zwei be- § 5. 
liebig ausgewählte Punkte P und Q das Verhältnis P^Qi ' P\Q\ überall den 
gleichen Wert, und alle Dreiecke Oj Pj Qi wiid O^P^Qi sind ähnlich, haben 
also gleiche Winkel. 

Bringt man zwei solche Dreiecke derart zur Deckung, dass Oj und O2 
zusammenfallen, während OP^ mit OP2, OQ^ mit OQ^ gleiche Richtung hat, 
so liegen die Körper perspektivisch inbezug auf 0, und alle Deformations- 
wege haben die Richtung von Strahlen mit dem Ursprung 0. Ist etwa 
Körper I eine Kugel mit dem Mittelpunkte 0, so ist II wieder eine Kugel. 

Sind Sy und ^2 homologe Strecken, z. B. Radien, so pflegt man das 
Verhältnis 

(1) '-^ ---*i = S 

*1 

EU setzen und als spezifische Dehnung, d. h. Zunahme der Längeneinheit 
oder kurz als Dehnung, zu bezeichnen, und man hat dann das einfache 
Resultat: Bei geometrisch ähnlicher Deformation ist für alle 
Strecken die Dehnung konstant. 

In dieser Weise deformieren sich bekanntlich feste Körper, wenn sie 
im unbelasteten Zustand einer Temperaturänderung ausgesetzt werden. Ist 
dann a der Ausdehnungskoeffizient, U — ^1 die Temperaturzunahme, so ist 

(2) B = «(/.,-/i). 



Das Gesetz der Affinität als Deformationsgesetz. 

Sind iZTi , ?/, , 2^1 , beziehungsweise x^ , y^ 1 -2 ^^^ rechtwinkligen Koordinaten § 6. 
homologer Punkte zweier geometrischer Körper, so nennt man dieselben affin, 
wenn die Vergrösserungsverhältnisse 

^2 Vi ^ 

^1 ' Vi ' ^1 

fllr alle Punkte gleiche, wenn schon unter sich verschiedene Werte besitzen, 
oder wenn, mit den Bezeichnungen 

X2 x^ iji ?/i _ ^2 -1 ^ 

die Dehnongen e^, «y, Bx für den ganzen Körper konstante Zahlen sind. 
Während im allgemeinen die drei Dehnungen positiv oder negativ und von 
einander Terschieden sind, können dieselben bis auf eine Null werden oder 
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paarweise einander gleich sein. Im letzteren Falle sind die in der Ebene 
gleicher Dehnongen liegenden homologen Figuren ihnlich. Sind alle drei 
Dehnungen einander gleich, so geht die Affinitikt Aber in vollständige 
Ähnlichkeit. 

Bekanntlich ist <lie affine Deformationsfi^r einer Geraden wieder eine 
Gerarle von anderer Richtung, diejenige eines Kreises, eine Eklipse. Ent- 
sprechend wird ans einer Ebene wieder eine Ebene, ans einer Engel ein 
Ellipsoid mit den Affinitiktsachsen als Hauptachsen. 



Affine Deformation der geraden Linie. 

§ 7. Ist in einem zweiachsigen Koordinatensystem 

die Gleichung einer Geraden vor der Deformation und 

^■1 = (1 + fx) Xi , y., = (1 + f.v) Ui , 



also 






1 + fx ' '" 1 + t, ' 

so folgt, mit Einsetzen dieser Werte in die Gleichung der Geraden, 

1 -^ t„ 

oder, mit den Abkürzungen 

(1 + t,,) (fi = a.^ , . , ['' h^ = K , 

f/, = (f* + h, .#., 
als lineare (ilcicliung <lor Drfonnationslinie II. 

Man erkcMint unmittelbar, dass die (ierade II mit der Geraden I parallel 
ist, wenn h^ =^ h^ ist, was dann erfolj^t, wenn e!f = 6r ist. Im allgemeinen 
ist h.^-^h^ die Differenz der Richtungstangenten also, wenn «j bezw. a^ die 
Winkel sind, welche die Gerade mit der X-Achse einschliesst, 

tang«2 — tant,^«! = !!'{ "^tan^cr, . 

Je kleiner der Unterschied zwisclien f,, und tx ist, um so mehr nähert 
sich tang(f2 — tanjr«, d<'m Grenzwert 

da 
d tanjra = ., , 
cos-'a 

sonach nähert sich u^ — «j dem Grenzwert 
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da = -^- — - cos2 a tanga, 

und, da für elastische Deformationen Sx <C 0,001 ist, also im Nenner im 
Vergleich mit 1 vernachlässigt werden darf, so wird hinreichend genau 

(3) da = (% — £x) sin a cos a. 

Für eine zur ersten normale Gerade vom Winkel «' = 90 + « erhält man 
entsprechend 

da' = (6y — £x) sin (90 + a) cos (90 + a) , 
da' = — (fy — Bx) cos« sina . 

Bezeichnen wir die Minderung des rechten Winkels oder die 
Winkelverschiebung a — a mit (i, so ist 

(i= — d (a' — a) = da — da', 

(4) fi = 2 {£y — Bx) cosa sina. 

Sie erreicht den Maximalwert 

(5) Max n = {ey — £x) 
für a = 450 also a' = 1350. 

Für parallele Gerade erhält man da' = da, also sind sie nach der Defor- 
mation wieder parallel. Ein Parallelogramm bleibt also bei affiner Deformation 
ein Parallelogramm. 

In ähnlicher Weise lässt sich zeigen, dass aucli parallele Ebenen, z. B. 
diejenigen eines Parallelepipeds bei affiner Deformation parallel bleiben. 

Affine Deformation des Kreises. 

Ist die Gleichung eines Kreises vor der Deformation ^ 8. 

so entsteht daraus, wenn wieder 

gesetzt wird, die Ellipsengleichung 

(ß\ __ ^2^ _ I y-i 1 

^^^ "(1 + SxY r^ "^ (1 + Sy)^ 7-2 

inbezug auf die Halbachsen 

a = (1 + f J 7' und h = {i -\- Sy) r. 

Sucht man für zwei Punkte Pi,(^i, für welche P^OQ^ ein rechter 
Winkel ist, die entsprechenden P2 ^^^^ Qii ^^^ zieht nachP2 den Radius- 
vektor OP^j ^" Q2 *^^^ ^^^® Tangente, so lässt sich zeigen, dass diese beiden 
Linien parallel sind. Hiernach sind OP2 und OQ2 konjugierte Halbmesser. 
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Affine Deformation der Kugel. 

§ 9. Man bemerkt leicht, dass eine Kugel von der Gleichung 

durch affine Deformation in ein EUipsoid mit den Halbachsen 

a = {l + er)r, b = (l + Sy) r, c = (1 + c«) r 
tibergeht. 

Die Affinitätsachsen sind im allgemeinen die einzigen rechten Winkel, 
welche sich nicht ändern, ftlr welche also /i = o ist. Alle andern aus Kugel- 
radien gebildeten rechten Winkel gehen in konjugierte Halbmesser des 
Ellipsoids über. Nur wenn für zwei Achsen gleiche Dehnung stattfindet, 
z. B. für Bx =^ By^ ist die Deformation in allen zu diesen Achsen parallelen 
Ebenen geometrisch ähnlich, es bleiben also alle Winkel unverändert. 



Affine Defonnation eines rechtwinkligen Parallelepipeds. 

§ 10. Sind, wie in Fig. 1, die Seiten «, &, c mit den Koordinatenachsen A', Y, 

Z parallel, so ist deren Zunahme infolge der Dehnungen fx, f»/, t* 




Fig. 1. 

Aa = BxCi, Ah = Byh, Jc = txC. 
Hiernach ist die Volumzunahme 

{a + fixCi) {h + B,,h) {c + BxC) — übe 
und die Vergrösscrung der Volumeinheit, sie werde Exi>ansion genannt 
und mit c bezeichnet, 

oder^ bei Vernachlässigung der Produkte i^fy, f^/fc*^ t^fr, fxfyf*, 
(7) e = Bx + ty + B%. 
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Diese Gleichung gilt übrigens für affine Deformation jedes Körpers. Denkt 
man sich nämlich, wie in § 3 angedeutet, einen beliebigen Körper in n recht- 
er inklige Parallelepipede zerlegt, unter n eine grosse bis 00 wachsende Zahl 
verstanden, so wird bei affiner Deformation nach Richtung der Kanten a, &, 
? jedes Element eine Expansion nach Gleichung (7) erfahren. Die Gesamt- 
3xpansion hat daher den gleichen Wert. 

Erweist sich hiermit u. A. die Lage eines rechtwinkligen Parallelepipeds 
gegenüber den Affinitätsachsen im Hinblick auf die Expansion als unwesentlich, 
50 ist dieselbe von grossem Einfluss auf die Dehnung der Seiten und die 
Änderung der Winkel zwischen den Flächen, doch kann hier von einer rechne- 
rischen Verfolgung dieser Fragen abgesehen werden. 



Die Dehnung ausgedrückt durch Deformationskoordinaten. 

Die Ebenen, durch welche wir uns in § 3 den elastischen Körper zerlegt § 11. 
iachten und welche die Seiten der elementaren Parallelepipede bilden, gehen 
t)ei der Deformation in schwach gekrümmte Flächen über. Diese Krümmung 
svird in den Grenzflächen der Körpereleraente um so unmerklicher, je kleiner 
iiese sind, und ein unendlich kleines deformiertes Element darf für sich 
allein als ebenflächig betrachtet werden. Daraus folgt, dass seine Kanten 
gerade Linien sind, welche jedoch nicht mehr parallel und niclit mehr recht- 
winklig unter einander zu sein brauchen. 

Bedeutet Pj den durch die Koordinaten x^ y, z bestimmten Körperpunkt, 
Qi einen Nachbarpunkt mit den Koordinaten x -{- dx, // + d//, z + dz und 
d^ den Abstand P^Qi vor der Deformation, ferner g, t], ? die rechtwinkligen 
Projektionen des elastischen Weges P^Pi, welche Deformationskoor- 
dinaten heissen mögen und als bekannte oder unbekannte Funktionen von 
X, t/, z aufzufassen sind, ferner entsprechend 



(8) 



l + <ig = 


■g + 


OX 


+ 


^y 


y + 


iz -' 


ri-\- Ari = 


»? + 


^dx 
^x 


+ 


1^6 

iy 


y + 




S+dS = 


= ? + 


^ dx 
ex 


- 


^y 


y + 


- dz 

iz 



die Projektionen des elastischen Weges Q^ Q^ , so ist im deformierten Zustand 
-Pj Q2 <^i® Diagonale eines rechtwinkligen Parallelepipeds, dessen Seiten aus 
den ursprünglichen Seiten dx, d?/, dz und aus den Zuwachsgrössen dg, d/y, 
dj bestehen. Ist b die Dehnung von d6" so ist P^^Q^ = (l -\r ^) ds^ also 
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(1 + f)2 d52 = ((\x + dg)2 + {dy + diy)2 + (dz + dC)2 
oder, bei Vernachlässigung von s^, (J§)^> 0^^)^? (^Q^i 

d52 + 2f d52 = dic2+2dg de + (\y^ + 2d7nhj + dz^ + 2d^dz. 
Subtrahiert man hiervon 

d,S'2 = d^2 ^ ^y2 + ei^2^ 

so folgt nach Division mit 2ds'^ 

_ dg dx dfj^dy d^ dr 

^ ~ d52 "^ d52 ^" " d52 » 

oder, mit Einführung der Werte für dg, drj^ dg aus Gleichungen (8) sowie 
der Beziehungen 

dx dt/ ,1 d^" 

— = cos«, — - = cos^, = cos 7, 

d^ ds ds 

unter a, ß, y die Winkel zwischen d^ und X bezw. Y und Z verstanden, 

(9) f = ^^cos2a + 55cos2/9 + ^5cos2v 

+ U + - KOS ^ cos r + L ^ + r "- cos y cos « + .- + ^ ' cos « cos ^9. 

\bz * cyJ ' \bx i)zj ' \o// ü.xy ^. ' 



Einführung der Dehnungen und Winkel vei'schiebungen. 

8 12. Die in den Gleichungen (9) vorkommenden partiellen Differenzialver- 

hältnisse lassen sich geometrisch deuten. 

In ^ ist ög die Verliingerung von d.r, also ist 

s = Sx . 

0./' 

' ist der Winkel, um welchen sich die ursi)rünp:lich zu A' parallele Strecke 
0./' 

öS 
d./; bei der Deformation dreht, entsi)rechend .^ die Drehung der Strecke d?/, 

demnach 

X // 

der Winkel, um welchen sich der ursprünglich rechte Winkel mit dem 
Scheitel I\ den die Elemente dx und d// miteinander bilden, infolge der 
Deformation vermindert, die Winkelverschiebung xy. Mit der Ab- 
kürzung fix;/ wird also 

c // ö g __ 

"f- -. — fij </ • 
ex cy ' - 



Der geometrische Zustand eines deformierten Körperelements. H 

Bei analoger Übertragung dieser Bezeichnungen auf die übrigen Differen- 
zialquotienten in den Gleichungen (9) erhält man folgende Übersicht: 



(10) 






und mit Anwendung auf Gleichung (9) erhält diese die Form 

(11) B = £x C0S2 a -\- By C0S2 ß -\- B^ COS^ y 

+ jMy* COS j9 COS / + //«r cos / COS « + ^ri/ COS a COS /9. 



Das Deformations-Ellipsoid . 

Nach den vorstehenden Betrachtungen geht das ursprünglich rechtwinklig § 13. 
parallelepipedische Körperelement in ein Sechsflach über, in welchem die 
drei durch P gehenden Kanten die neuen Längen 

(1 + Br) i\X, (1 + By) d//, (1 + B^) i\Z 

haben, von denen sich die drei Gegenkanten nur um kleine Grössen höherer 
Ordnung unterscheiden, während die Flächen, die sich in P schneiden, mit 
einander die Winkel 

3t Jt Jt 

bilden . 

Von einem Parallelepiped ist das Dcformations-Sechsflach nur durch 
kleine Grössen höherer Ordnung verschieden. Da man diese vernachlässigen 
darf, so stellt sich die Deformation eines elastischen Körperelements 
allgemein als eine afßne dar, und man kann somit alles für affine Form- 
änderung eines endlichen Körpers Gefundene auf die Formänderung eines 
Körperelements übertragen . 

Insbesondere darf angenommen werden, dass eine unendlich kleine 
Kugel nur in ein Ellipsoid übergehen kann, dessen drei Achsen winkel- 
beständig bleiben und von denen eine die Richtung des grössten, eine zweite 
die Richtung des kleinsten Wertes b in dem betreffenden Punkte darstellt. 
Man nennt die drei Achsen die Dehnungshauptachsen oder kurz Haupt- 
achsen, die entsprechenden Dehnungen die Hauptdehnungen. 
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Berechnung der Hauptdehnungen. 

f5 14. Die Berechnung der Hauptdehnungen kommt darauf hinaus, das Maximum 

oder Minimum von s aus Gleichung (11) unter Berücksichtigung der Neben- 
bedingung 

(12) cos2 a + cos2 ß -j- cos^ / = 1 

zu ermitteln, eine bekannte Aufgabe^), welche für die Hauptdehnungen ik 
auf die Gleichung dritten Grades 

(13) 4 (fj. — £h) (f//— f/.) (f* — Sh) — {tr — eh) f^%x — {ef, — €h) H\s — 

{sx — €h) jmVv + l^yxl^xx(ixii = 

führt, deren drei Wurzeln 

Bh = fi oder ^2 o<^^'* f;» 
die gesuchten Hauptdehnungen sind. 

Falls die Winkelverschiebungen ii,,x^ (ixry fti/t Null sind, so wird 

Die Koordinatenachsen sind also bereits die Hauptachsen, und man er- 
hillt für Gleichung (11) die einfachere Form 

(14) t = 6x cos 2 a + By cos 2 ß -\- Bx COS" /. 

Wenn von den Hauptdehnungen eine Null ist, wird die Gleichung (13) 
quadratisch, wenn zwei Hauptdehnungen Null sind, linear. Im Hinblick 
auf diese wichtigen Sonderfälle unterscheiden wir von dem allgemeinsten drei- 
achsigen den zwei aclis igen und den einachsigen Defonnationszustarnl 

1) V^l. Stegemann-Kiepert, Grimdriss der Dlll'erontial- n. Integralrechnung 
1). Aufl. 1. Teil. §? \m. 



II. Äbsclmitt. 

Der mechanisohe Zustand eines gespannten 
Eörperelements. 



Einfahrang der Kräfte und der Spannungszustäude. 

Ein parallelepipedisches Element eiues materiellen Körpers hangt, wenn 
e.s iiiclit an der Oberfläche liegt, in sämtlichen secbs Flächen mit Nachbar- 
elementen zusammen und kann in jeder dieser Flachen eine Kraftwirkung 
empfangen. Ausser diesen sogenannten OberfUchenkräften oder Spann- 
kräften unterliegt es noch der Wirkung von inneren Kräften, z.B. der Schwere 
oder des Magnetismus, welche mit dem Volum zusammenhängen, daher wohl 
auch Voinmkräfte genannt werden. Ist die Resultante aller Kräfte Null, so 
bleibt das Element in Bube oder in gleichförmiger Bewegung, ist sie nicht 
Nnll, so tritt Beschleunigung ein. 

Sind sämtliche Oberflächenkräfte Null, so int das Element spannungs- 
los oder frei. Bei irdiechen Körpern tritt dieser Zustand nur heim freien 

Fall ein. 

Während die inneren Kräfte meist aus Grösse und Lage des materiellen 

Hements berechnet werden können, ist das bei den Spannkräften nicht der Fall. 
Um ein vorläufiges Bild von dem Spannungszustand eines Körperelements 

zu gewinnen, stellen wir uns dasselbe zunächst als Wflrfel von 1 cm Seite 

w nnd zvrar als das Resultat der Kren- 

inng von drei rechtwinklig zu einander ff^ 

Ewchteteu Fadenbtlndeln , je von 1 qcm 

Querschnitt und den Spannkräften <j, , ^2 < 

öj. Wir nennen die Spannkraft pro 

Hlcheneinheit spezifische Spannung oder 

liDfi Spannung, insbesondere, wenn sie 

aorawl zur Oberfläche gerichtet ist , H au p t - 

tpanoang, und nehmen fOr Hauplspann- 

nnpkoordinaten die Richtungen <i, , Oj' <*; " 

entsprechend nach X, Y, Z. Ist eine Haupt- 

■pumiing negativ, so ist darunterDruck 

n verstehen. '^' 
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Sind die Hauptspannungen ö^ , (J2 , Ö3 sämtlich von Null verschieden, so 
heisse der Spannungszustand ein dreiachsiger im Unterschied zu dem 
zweiachsigen und einachsigen, welche entstehen, wenn eine oder zwei 
Hauptspannungen Null werden. Um mit dem einfachsten Falle zu beginnen, 
betrachten wir zunächst den einachsigen Spannungszustand. 



Der einachsige Spannungs-Zustand . 

§ 1(>. Indem wir die Spannungen nach Fund Z verschwinden lassen, erhalten 

wir die Gleichungen 

(15) Ö] + « '), ^2 = 0, 0;i = 0. 

Stellt man sich vor, dass jeder Faden des 
mit der A'-Achse parallelen BQudels die 
Spannkraft von 1 kg ausübt, so ist 0, 
zugleich die Anzahl der Kraftfäden für 1 qcm. 
Wird dieses Bündel durch eine Ebene 
geschnitten (s. Fig. 3), deren Normale mit 
-\- A' den Winkel a einschliesst, so ist die 

_ 1 

Grosso der Sclinittfläche F= - qcm. 

cosa 




Fig. 3. 



Öl 



Auf 1 qcm derselben kommen sonach -i 

oder (j, cos« Kraftfüdcn, und die spezifische Spannung in der Schnittfläche 
F^ sie werde p genannt, ist demnach 




o. 



p =^ rT = Ol costr 



Fig. 4. 



o = p i'osa , 



Ihre liiclitung ist die von ö^ , d. h. die 
der A'-Adise . 

Zerl(»pt man ^> in zwei zu einander 
recljtwinkiigo Komponenten c und r, voD 
donen zu F normal gerichtet, r mit 
F parallel ist, und nennt Normal- 
oder Zugspannung, t Tangential- 
oder Schubspannung, so wird nach 
Fig. 4 

T := jß sine 



1) Das Zdclien rf bi-doutet „nicht gleich*'. 



(19) 


Max p — öl 


für « — 


(20) 


Max ö — Ol 


» a = 


(21) 


Max T — -J- 


n « — 4. 
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oder nach Gleichung (16) 

(17) ö = öl cos2 a, 

(18) r = Ol cos a sin « . 

Verändert man a zwischen den Grenzen « = bis a = 90^, so er- 
hält man 



, dabei t = 

Die Kräfte i?, ö, r sind in Fig. 4 so dargestellt, wie sie von dem auf 
<ler rechten Seite des Schnittes liegenden Stabteil auf den linken Teil aus- 
geübt werden. Wird a > 90^ so wird die vorher rechtsschnittige Seite zur 
linksschnittigen. Hiermit erklärt es sich, dass jetzt mit cosa nach Gleichung 
(16) ]) negativ wird, weil es die vom linken auf den rechten Teil ausgeübte 
Kraft bedeutet . o bleibt dabei positiv, da es nach wie vor eine Zugspannung 
bedeutet, so lange ö^ positiv ist. r hingegen wird negativ, was sich geome- 
trisch darin zeigt, dass die entsprechende Richtung aus der Richtung o durch 
eine Viertelwendung nach links gewonnen wird, während man von a aus in die 
lH)sitive Richtung von r durch eine Viertelwendung nach rechts gelangt. 
Die Ausdrücke für p, ö, r lassen sich leicht konstruieren. In Fig. 5 

sind die den Flächenrichtungen von a = o bis a = 90 ^ entsprechenden 

Werte von ö und r als Vektoren auf ihren 

Richtlinien aufgetragen, während j^i dessen 

Richtung unverändert diejenige von o bleibt, 

tar Veranschaulichung des Zusammenhanges 

auf der Flächennormale als Strecke D 

aufgetragen ist. Die Kurve für D ist ein 

Halbkreis mit a^ als Durchmesser, während 

die beiden anderen sehr einfach zu kon- 
struierenden Kurven sich, auf rechtwinklige 

Koordinaten bezogen, durch Gleichungen Fig. 5. 

höheren Grades darstellen würden. 

Wären nicht (Jj und a bekannt, sondern nur für irgend eine unbekannte 

Schnittrichtung o und r, so könnte man stets finden die Gesamtspannung 

(ö) p = Yö^+'t'^, 

femer die Schnittrichtung aus der Gleichung 

(25) tang a = - 

und nach den Gleichungen (17) und (23) die Hauptspanuung 
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(24) 



^'=Ä =''^^ + **"ß'«^ = ^ + 7- 



Sind Oj:, Oy^ öxi die Normalspaunungen in drei za einander rechtwink- 
ligen Schnittflächen und a, /9, / die Winkel ihrer Normalen mit öj, » 
ist nach Gleichung (17) 
(25) Ox = Ol cos^a, o,j == Ci cos^/J, Cx = öi cos^y, 

und mit Rtlcksicht auf Gleichung (12) 

(26) 0, + öy + öx= 0, 1) 

Der zweiachsige Spannungszustand. 

S 17. Sind X und Y die Achsen der vorhandenen Hauptspanuungen, so wirf 

der Zustand definiert durch die Gleichungen 

(27) öl ijr 0, Ö2 :# 0, 03 = 0. 

Dieser Zustand unterscheidet sich von dem vorigen durch das Hinzutreten 

von 02, welches als Wirkung eines zu f 
parallelen Fadenhündels von c^ KilogramiO' 
filden für 1 qcm der zu Y normalen Wtlrfel- 
fläche aufgefasst werden kann. Da dieselbe» 
mit der zu Ä" normalen Fläche parallel 
sind, so schneidet keiner der Fäden diese 
Fh"iche. Die Spannung in derselben wird 
also durcli 62 nicht geändert. Anders ist je- 
doch drr Einfluss auf die Einheit einer 
Fläche», deren Normale ON Fig. 6 mit der 
A'-Aciise den Winkel a, mit der I^-Achse deO 
Winkel ß einschliesst. Fttr diese ist offen- 
bar analog mit Gleichung (16) 
die Schnittzahl der zu A' parallelen Fäden o, cos a, 
M «^ M M -« ,• ,1 o«) cos p , 

Die diesen Schnittzahlon jileichen Kräfte ö, cos« und (J2 cos /9 schliesseo 

einen rechten Winkel ein und ergeben sonach als Resultante (s. Fig. 7) 

(28) p = Yo^^ cos 2 a + (72 2 cos 2 ß. 

Dieselbe liegt, wie immer auch die Schnittfläche gerichtet sei, nämlich auch 
dann, wenn sie nicht zu Z parallel ist, in der AF-Ebene, bildet also mii Z 
einen rechten Winkel. Bezeichnen wir mit >l, // und v die Winkel dieser 
Resultante p mit den Achsen A, 1', Z, so ist 
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1) Vergl. § 21. 
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Oq COS B ^ <?, cos a 

tang X = ^ - - , tang u = -J — - , lang i; = ^ . 

i Unterschied zu dem einachsigen Spannungszustand, bei welchem p zwar 
seine Grösse änderte, seine Rich- 
arallel mit X jedoch behielt, bleibt 
zweiachsigen nur der Ebene der beiden 
, hier der XF-Ebene treu, ändert 
in derselben seine Lage, wenn a 
sich ändern. 

egt auch die Schnittnormale in der 
)ene, so ist 7 = 90^ a + ß= 90^ 
is j9= sin cf, demnach geht die Glei- 
(29) über in 
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Fig. 7. 



tang X= -^ tang « , tang u = ^ cotg « . 
ö, Ö2 

1 allgemeinen sind hiernach X und a bezw. fi und ß verschieden . Nur 

j^ = ö, wird, erhält man >l = «, fi = ß. 

ftr 0-2 =ö, und y z}: 90^ erhält man nacli den Gleichungen (12) und (28) 

eibt also j> konstant, wenn man die Schnittfläche um die J^- Achse dreht, 
rsetzt man^^ durch eine Normalspannung a und eine Tangentialspannung 
indet man als Summe der Xormalkomponenten, welclie die Spannungen 
]l und nach V einzeln ergel)en. Man erliält also in Erweiterung der 
ing (17) 

njrentialspannungkann man nach der allgemein giltigen Gleichung (22) 
aus den (ileichungen (28) und (32) finden als 

T- = ö| - cos*- (t -j- ö^'^ cos2 ß — ((jj cos'^ a + Ö2 cos'^ ß)'*. 



Spannungsellipse und Spannungskreis . 

ttr den wichtigen Spezialfall y = 90^, fftr welchen a + ^9 = 90^ wird, 5{ 18. 
man aus Gleichung (28) 

j/^ = (jj - cos- a + Ö2^ sin'^ « , 
eichung (82) 

mar, Festigkeitslehre. 2 



18 IL AbBchuitt. 

(S5) ö ^ ö| cos* « + öl sin* a. 

emilich aus Gleichung (33) 

(36) T = (ö, -ffj) Bina cosk. 

Die Grössen }>,0,t liisseii sich für diesen Spezialfall leicht konstruierea. 
In Fig. 8 ist OBA die anter dem 
Winkel a gezogene Fl&chenooniule, 
auf welcher durch die Kreise uro 
die Strecken 

, angeschnitten werden, deren Projektion«! 

OQ = ö, cos a , QP = dj sin a 

die Koordinaten vonPsind. DieStrecte 

Ol' genügt mithin der Gleichung (34), 

Fig. 8. stellt also p dar, und zwar nwh 

Gi'össe und Richtung, denn offenbar ist 

nach Gleidiung (an) aUo 

Ohnt' die (Ueichnngen >^3G) nnil (;t>|l zu Hilfe nehmen zu niDssen; erkennt 

ist, uudi liW.-'t sidi niit Znliilfenahnie des Lotes V^' l<'i<:l'^ ablesen, dv<s 
diese Strecken ji'nen Gleichungen genügen. 

Wiederlioll man die Konstruktion für eine Reihe verschiedener Wertf 
von cf, indem man X und V beibehält, so heschrciht P eine Ellipse, i>t 
doL'h die Konstruktion eine bekannte Ellipscnkonstruktion. 

liewirkt man die Änderung von a in der Weise, dass man den StnU 
Olf-l fesihillt und das Kiji)rdinatensjstom dreht, so bleiben anch die Punkto 
.1 und B fest. Der Punkt P hingegen beschreibt einen Kreis mit AB ata 
Durchmesser, den Spannungskreis. Da \P einen grilssten Wert hlt, 
wenn A' in den Miltclpunkl des Kreises fällt, was für a = 45'* eintritt, so 
erkennt man uninillelbar, dass r für ß ^ 45" einen Maximalvrert 

MaxT=^ '-„ -^ annimmt. 
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Ist eine der beiden Hauptspannungen, z. B. Ö2 ) n^g&tiv , so nimmt die 
»nstruktion mit gleicher Bedeutung der Buchstaben die Gestalt Fig. 9 an. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall a^ = — (Ji, welchen Fig. 10 
rstellt. Hier wird die Ellipse ein Kreis mit dem Halbmesser <jj und für 
= 4- 45 ö erhalt man 



7) 



Max r = - — -^ - '^ = a, , a 

Li 



. 




Fig. 9. 




Fig. 10. 



Für (j^ = 0, d. h. für den einachsigen Spannungszustand geht die Ellipse 
''ig. 8 in den wagerechten Kreisdurchmesser 2 öj über. Die Figur ist als- 
laiin eine Variation zu Fig. 5. 



Berechnung der Hauptspannungen. 

Beim einachsigen Spannungszustand genügte, wie wir sahen, die Kenntnis 
W Spannungskomponenten (j und t für einen beliebig gerichteten (Querschnitt, 
Qm die Hauptspannung nach Grösse und llichtung zu ermitteln. Beim 
zweiachsigen Spannungszustand mussman noch eine weitere Spannung kennen. 

Sind z. B. die Schnittflächen der bekannten Spannungen normal zu -Y 
ind r Fig. 11, diese Achsen aber nicht Hauptspannungsrichtungen, so wären 

Ox, Txf C,j als bekannt, 
(Ji , O2 , a als unbekannt 

uizusehen, unter a den Winkel verstanden, um welchen c^ gedreht werden 
rniss, um in die Richtung + Jl zu gelangen. Nach Gleichung (36) ist dann 

!Tx = (öj — (J2) sin a cos a , 
T, = (fix — (J2) sin (« + —) cos(a + ) = — {O^ — 0^) cos « sin a , 
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also ergibt sich 

(39) Ty = — Tx. 

(Vergl. die Vorzeichenregel fQr t in § 16.) 

Ferner findet man nach Gleichung (35) für a^=Ox bezw. ö=6y 

) öx - öl = (Ö2 — öl) 8in2a, 

^ M öy — öl = (Ö2 — Öl) cos^a. 

Multipliziert man die Gleichungen (40) mit einander, so erhält man 

(öx — öl) (öy — öl) = (Ö2 — ö,)2 sin^a cos^cr, 

also mit Rücksicht auf Gleichung (38) 

(41) (Ör — ö,) (Öy — ö,) = Tr2. 

In gleicher Weise Hlsst sich ableiten 

(42) (Ör — Ö2) (öy — Ö2) = Tr^K 

Aus (41) aber erliält man ö, , aus (42) öj zu 

<«) :: I -"'!•" + V-' + r ri' ■ 

ferner ergibt sich 

(44) ö, + a^ =^ öx + Oxj 

und, nach Gleichung, (40\ 

(,4i)) siii-(c =-^ 

0> — ö, 

Damit sind die IIjiui)tsi»iiiinuiij^en nacli Grösse und Richtung gefunde 
Gloiclizcitif,' hat sich gezeigt, dass für zwei rechtwinklige, zur Z-Kd^ 
parallele Ebenen nach Gleichung (39) gleich grosse Tangentialspannung sta 
tindet, r,, und Zr also nicht unabhilngig von einander gewählt werden dürft 
und welter, dass die Summe der Nonnalspannungen in diesen Flächen wa 
(ileichung (44) konstant, d. h. von a unabhilngig ist. 

Graphische Eniiittelung der Hauptspannungen . 

S 20. ^ehr einfach gestaltet sich die soeben behandelte Aufgabe mit Hilfe < 

S|»annungskreises. Um denselben über die A^-Achse zu zeichnen, tindet n 
zunächst aus o.r und Tj den Punkt 7^, weiter aber aus Gleichung (44) 

(46) 0.1/ --'^'+ "' = "'' t "" 

2 dl 
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s Mittelpunktsabstand. Hiermit ist J/P, der Radius des Kreises gefunden. 

dem man den Kreis schlägt und die Linien PA und PB zieht, erhält man 

e Richtungen von (jj und öj . 

ezeichnet man den (in Fig. 11 

cht ausgeführten) Halbmesser 

[P mit Ä, so ist offenbar nach 

ig. 11 

17) "^^ 1 = OM -h A, 
emnach nach Gleichung (43) 

18) ä = J/t 



2 _[_ ( ^L~^^ ^ 



as leicht unmittelbar aus Fig. 11 
bzulesen ist. (Vergl. Anm. zu 
22.) 

Mit Hilfe des Spannungs- 
reises lassen sich noch «andere 
hnliche Aufgaben leicht lösen. 




Fig. 11. 



Der dreiachsige Spannungszustand bezogen auf Haupt- 
koordinaten . 

Da hier keine der drei Hauptspannungen (J,, Ö2, Ö3 Null ist, erhält §21. 
nian für eine Schnittfläche, deren Normale mit X, 1\ Z die Winkel a^ ß^y 
einschliesst, analog § 16 und § 17 die folgenden Komponenten: 



(49) 



als Wirkung von c^ in der X-Richtung px. = 0^ cos a , 

„ Z „ px = Ö3COS7. 



n "2 » 



Da die Komponenten miteinander rechte Winkel bilden, so ist ihre 
Resultante in Analogie mit Gleichung (28) 



(50) p = y^^ cos*-^ a + ö^^co^'^ß + 03*-^ cos*'' y. 

Die Beiträge der Hauptspannungen zu der Normalspannung c in der 
Nichten Schnittfläche sind 

öj cos^ a, Ol cos2 ß ^ 0.3 cos2 y, 
sonach wird, da dieselben gleiche Richtung haben, analog Gleichung (32) 
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(51) = Oi cos2 a + Ö2 cos^ ß + a^ cos* y, 

und aus den Gleicbuugeu (50) nud (51) findet sich analog Gleichung (33) 

(52) r*-=öi 'cos'-^a + ö^^cos^^-l-ö^ScQs^y— (ö^ cos\r+öjCos*/?+öjCos*7)l 

In den (Gleichungen (49) bis (52) sind die Winkel a, ß^ / noch dxt 
bekannten Bedingung Gleichung (12) 

cos- a + cos^ ß -j- cos* 7=1 
unter Wolfen . 



]3as Spaimungsellipsoid. 

22. Eine bildliche Darstellung der Änderungen von jp, ö, t mit ö, ß^ y in 

(Muer Ebene ist jetzt nicht mehr möglich; wohl aber kann durch Darstellong 
in zwei Projektionen oder durch ein Modell das Gesetz, nach welchem sich 
}) bei Veränderung der Scbuittrichtuug ändert, veranschanlicht werden. 

Würde z. B. für jede mögliche Schnittrichtung bei gegebenen Hanpt- 
spannungeii (7| , öi. O-^ die nach (Gleichung (50) sich ergebende Spannung j' 
auf einem ihrer Richtung parallelen Ilalbstrahl OP aufgetragen, so ergibt 
sich eine Fläche mit den Koordinaten 7^^, py^ })% (s. Gl. 49), für welche man 
leicht die Gleichung anschreiben kann . Addiert man nämlich die ans den 
Gleichungen (49) abgeleiteten Ausdrücke 

und l>eachtet Gleichung (12), so erhält mau 



(53) 



e;)' + m + m = > . 



«1. i. die (fleicliung eines Ellipsoids mit den Halbachsen ö^ , ö^, C^^ welches 
<las Spannungsellipsoid genannt wird. 

Aus dieser Darstellung vonj> geht hervor, dass der algebraisch grösste 
und kleinste vorkommende Wert von p in einer der drei Hauptachsen zu 
suchen ist. Für diese Achsen ist nach den Gleichungen (50) und (52) 
j) == Ol bezw. 02, O3 und t = o. 

Eine weit<»re Veran.schaulichung des Zusammenhanges zwischen p und 
den Stellwinkeln a, ^V, y gibt Fig. 12. ON ist die Schnittnormale. Auf 
derselben sind die drei Haupt.^pannungen von aus aufgetragen. Durch 
die mit Oj , o^, C^ bezeichneten Endpunkte dieser Strecken sind Ebenen 
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gelegt, welche entsprechend zu X, Y, Z normal sind und auf diesen Achsen 
die Strecken (s. Gleichung 49) 

J>x = öl cos a , py = O2 cos ß , px = (J3 cos Y , 
d. h. die rechtwinkligen Komponenten von p abschneiden. Der gemein- 
schaftliche Punkt P dieser drei Ebenen ist offenbar der Endpunkt von p 




Fig. 12. 

ftir die gewählte Richtung ON, also ein Punkt des Spaunuugsellipsoids . 
Projiziert man P auf ON, so erhält man in der Projektion und in dem 
projizierenden Lot die Komponenten a und r^). Die Ermittelung von p^ö^r 
ist hiermit auf eine Aufgabe der darstellenden Geometrie zurückgeführt . 



Einf&hrung beliebiger rechtwinkliger Koordinaten. 
Die Cauchyschen Gleichungen. 

Sind für einen Körperpunkt nicht die Hauptspaunungcn, sondern die 
Spannungen für drei beliebige rechtwinklige Flächen gegeben, so kann jede 
dieser rechtschnittigen Spannungen inbezug auf ein den Schnittflächen 
entsprechendes Koordinatensystem X, Y, Z in drei Komponenten , eine Normal- 
spannang und zwei Tangentialspannungen zerlegt werden. 

1) Eine neue Art der graphischen Darstellung des Spannungszustandes gibt 
0. Mohr, Zeitschr. d. Vereins deutsch. Ing. 1900, S. 1524 u. 1572. Die Dar- 
itellimg igt eine auf den Raum ausgedehnte Anwendung des Spannungskreises 
Rg.8. 
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Wir kennzciebucD jetzt die Tangentialspannongen darch einen ersten 
Index, den Schnitt index, nach der Achse, welche durch die Fläche recht- 
winklig geschnitten winl, und durch einen zweiten, den Richtungsindex 
nach der Achse, welche die Richtung der Komponente angibt. Für die Normal- 
spannungen stimmt der Richtungsindex mit dem Schnittindex ttberein; bei 
ihnen genügt daher ein Index. Nehmen wir hier eine Tangentialspannong, 
wie üblich, als positiv an, wenn sie nach der positiven Seite ihrer Richtongs- 
achse wirkt , so weicht diese Vorzeichenregel von der in § 16 gegebenen ab, 
deren konseciuente Durchführung hier weniger bequem sein würde. Hier- 
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Fig. 13. 



nach iK'dcutft für einen Punkt P (Fig. 13) mit den Koordinaten x, tj., ^• 
Ox die X-schnittige, d. h. dit* in einer zu X normalen Schnittflftche 
wirkende Zugspannung, 

Tyj die y-s(!hnittige SchuJKspannung nach + X, 



?> 



0.,. T\>j^ Tx,j die entsprechendt'n nach + Y gerichteten Komponenten, 
0'., r.,*, Ti/v .7 ., ., 4" ^ ?• jj 

Fiiitsjirerliond ])ezt'ichnen die in Fig. 13 eingeschriebenen Ausdrücke 



0, + 



Ö Ot 



T,,r + 






T^r + 






«lir Komponenten narh A' für einen Punkt Q, dessen Koordinaten x -{• \, 
y -\- 1, .r + 1 sintl, vorausgesetzt, dass für die gewählte Einheit die Differen- 
ziahiuotienten als hinreichend gleichbleibend angesehen werden können. Ist 
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lu der in Fig. 13 dargestellte Körper ein Würfel von 1cm Seite, so er- 
bt sich aus den eingeschriebenen nach — X oder -j- X wirkenden Spann- 
äften die algebraische Summe 

älche Null sein muss, wenn keine Volumkraft nach X wirkt und die Be- 
hleunigung nach X Null ist. 

Andernfalls erhält man, wenn noch bedeutet: 

^V, A'y, i* die Komponenten von Volumkräften (Schwere, Magnetismus) 
für die Volumeiuheit, 

9^^j ^ui 9>* ^^^ Beschleunigungskomponenteu nach X^ Y, Z, 

Y das Gewicht der Volumeiuheit, . 

ie Cauchyschen Gleichungen *) 



'^) 



Ix oy Iz g ^ 

ix cy cz -' g 

ix + 0^/"+. ö^' +^--^^^^ 



eiche ausdrücken, dass die Summe der Komponenten, welche je nach X^ 
^ Z wirken, gleich ist dem Produkte aus der Masse des Würfels und seiner 
ntsprechenden Beschleunigungskomponente . 

Falls die Diflferenzialquotienten nicht konstant, also die zweiten Differen- 
'ialquotienten nicht Null sind, d. h. für den allgemeinen Fall, beschränkt 
»ich die Gültigkeit der Gleichungen (54) auf ein unendlich kleines Körper- 
Clement. 

Dualität der Schubspannungen. 

Während in Fig. 13 die in gegenüberliegenden Flächen wirkenden Zug- § 24. 
*^panimngen in einer und derselben Geraden liegen, haben die Schubspan- 
unngen einen Abstand gleich der Einheit, und ergeben daher, da die Zu- 
wachsgrössen als Grössen niederer Ordnung vernachlässigt werden können, 
Kräftepaare^ welche bestrebt sind, das Element zu drehen. Um X drehen z. B. 
lie Paare Zyx und r»y und zwar beide in entgegengesetztem Sinne. Daher 
Duss, damit Gleichgewicht stattfindet, t^^ = Zxy sein; überhaupt müssen die 
Hubspannungen, welche im Index dieselben Buchstaben in verschiedener 

1) B. Cauchy, E^ercises mathdmatiques . t. II (1829) p. 111. 
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Reiheufolge enthalten, einander gleich sein. Die Indexfolge ist sonach nur 
für die Richtung , niclit aber für die Grösse der Schubspannungen Ton b- 
t«resse, und man kann, falls nnr die Grösse in Betracht kommt, jederzeit 
setzen 



(55) 



XyX für txif , 



Hiernach vermindert sich in den Cauchyschen Gleichungen (54) die Zahl 
der Unbekannten um drei. 

Die gewählte Reihenfolge der Indexbuchstaben gibt zugleich dieRichtoog 
an, in welcher eine Schubspannung das Element zu drehen sucht. Es dreW 
z. B. Tj-y in der Richtung von + X nach + F, Tyx von -|- Y nach +X 




«I 



Die Spannung in schiefer Fläche, ausgedrückt durch 

rechtschnittige Spannungen. 

In einem unendlich kleinen rechtwinkligen Tetraeder (Fig. 14), d. b- 

einem solchen, an welchem drei Flächen recht« 
Winkel mit einander bilden, kann die vierte Fläch« 
beliebig gerichtet sein. 

Sind a, ß^ y die Winkel zwischen der Nofmal« 
Oy dieser Fläche und den rechtwinkligen Te- 
traederkanten JSl , Yy if, und ist F die schief- j 
schnittij^e Flache, so sind die zu X, F, Z normalen 
Flächen des Tetraeders 

F coact, F co^ßj F cosy. 

In denselben wirken in Richtung der X-Achse 
«lie Komponenten 

— F cosa öj-, — F cosjS Tyj-y — F cosy r«-, 

welche mit der X-Kompononte der in der schiefen 
Fläche F wirkenden Kraft Fj) im Gleichgewicht 
sein müssen. Da das Tetraedervolum eine unend- 
Fig. 11. lieh kleine Grösse dritter Ordnung ist, mit welcher 

die inneren Kräfte im Verfrleich zu den 4 Flächen- 
kräften verschwinden, die, wie die Flächen selbst, unendlich kleine Grössen 
zweiter Onlnung sind, so kommen die V(dumkräfte hier nicht in Betracht. 
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Sind Xy fi, V die Winkel, welche p^ also auch Fp mit X, F, Z bildet, 
Fp cosjl , Fp cos// , Fp cosi; 

also die Komponenten nach X, 1', Z, so ergehen sich unter Mitbenutzung 
der Gleichungen (55) die Tetraeder-Gleichungen: 



(56) 



p cosjl = öx eosa + r^y cosj9 + t«j cosy, 

2? COSfl = TjyCOSa + (Ty C0Sj9 + Tyx COS/, 

^ cosj; = T%x cos« + Tfjx cos/9 + ö» cosy. 



Mit Hilfe dieser Gleichungen kann man auch ö für die durch a, ß, y 
gegebene Schnittrichtung ausdrücken, wenn für ein beliebiges rechtwink- 
liges Koordinatensystem Cr, öy, ö«, Tj-y, Ty«, Txx gegeben sind. Bildet 7> mit 
der Srhnittnormale, also auch mit a den Winkel tp (s. Fig. 12), so ist 

(57) =p cos^) 

sowie, nach einem bekannten trigonometrischen Satz, 

(58) cosq) = cosA cos« + cos/i cos/9 -\- cosi; cosy . 
Bildet man durch Multiplikation mit j^ 

p cosff =p cosA cos« 4" V ^^s// cos^^ -^- p cosr tosy 

und ersetzt |) cosgj durch <J, 2> cos>l, ^ cos//, jy cosqp, aber durch die Aus- 
drücke der Gleichungen (56), so folgt 

= {öx cosa + Trt/ cos/9 + Txj cos/) cosa 
+ (viy COS« 4- öy cosj9 -f Tyx cosy) C()s^9 
+ {t%x cos« + Ty«cosj9-f- ö« cos/), cos/ 

iMler, ansmultipliziert und geordnet, 

(59) ö = Ox cos^a + öy cos'^/^ -f ö« cos 2/ 

+ 2 (Ty* COS/9 cos/ -f- Txr COS/ COS« -\- Tx,, COS« cos/:^) , 

eine Gleichung, deren Ähnlichkeit mit Gleichung (11) hervorzuheben ist. 

Berechnung der Hauptspannungen aus rechtschnittigeu 

Spannungskomponeuten . 

Die Gleichungen (56) behalten ihre Gültigkeit audi für den l)es()nderen 55 26. 
Fall» dass die schiefschnittige Spannung die Richtung' der Flächennormale 
hat» also 
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ist, welche Beziehung wie schon aus § 22 hervorgeht nur für die Haupt- 
spannungen gilt. Die Gleichungen (56) nehmen daher für Hauptspanii- 
ungen , wenn diese mit 6h bezeichnet werden , die Form an 

[ (Öx — Oh) cos« + Xjty COS/9 + Txr COS/ = , 

(60) I Txy COS« + ((J,, — Oh) cos/9 + x,jx cosy = , 

[ Xxx cos« + Xyx cos^ + {Ox. — Oh) cos/ = . 

Multipliziert man die erste dieser Gleichungen mit (o,j — Oh) , die zweite 
mit Xxy und subtrahiert die eine von der anderen, so erhält man 

/ftl ^ ^^'^^ — -ly^ i^ — O/t) — Xyx Tju 

^ COS/ — Xsi/ — (0,j — Oh) (Ör — Oh) ' 

Multipliziert man dagegen die erste Gleichung mit Xxyy die zweite mit (ö^ — öik) 
und subtrahiert, so erhält man 



(62) 



COS/9 Tt/x (Ox — Oh) —Xxx X 



ni 



cos/ Xxy^ — (Oy — Oh) {Ojr — - Oh) ' 

cosa , cosÄ , . 

— und — — hiermii 

cos/ cos/ 

dritten der Gleichungen (60) nach Division derselben mit cos/ ein, so folgt 



Setzt man die für — und — — hiermit gewonnenen Ausdrücke in der 

cos/ cos/ 



(6X) r * Xxx (Oy — Öä)_— Xtfx, Xxy 
''' Xj,/ — (Oy — Oh) {Oj. — Oh) 

, T,/v {Ox Oh) — Xxx Xxy , ^ ^ n 

^^y — (öy — Oh) [Ox — Oh) 

eine für Oh kubisclic Gleichung, welche, nach Potenzen von Oh geordnet, 
lautet 



(64) Oh' 

— (Oj- + Oy + Ox) OU^ 

+ (Oy Ox + Ox Ox + Ox Oy — Xyx' — Tu'^ — X.,,,'^) Oh 

— Ox 0,j Ox -|- Ox Xyx^ -|- Oy Xx/^ + Ov T.,//'-^ — 2 Tr/v r*.r Txi^ 



= 



Die drei Wurzeln dieser Gleichung sind die gesuchten Uauptspannungen 

Führt man für die rechten Seilen der Gleichungen (61) und (62) die 
Abkürzungen J/ und N ein, so ergeben sich, je nachdem 

Oh =^ Ol oder Ö2 oder Ö3 
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, die verschiedenen Werte 

M = M^ oder M2 oder M^ 

N^N^ „ N, „ N,. 

id sodann z. B. a^, ß^y y^ die Stellwinkel der Richtung öj , so wird 
i) coscfj = Ifj cos/j , cos/9i = N^ cos/j , 

d im Hinhlick auf Gleichung (12) 

cos 2a, + cos^^j -\- cos^yj = 1 



idet sich sodann 



«) 



«>«/. = + K r+-^ 



'as Vorzeichen kann dabei beliebig angenommen werden . Aus den Gleich- 
ngen (65) ergeben sich cosa^ und cos/?|. In entsprechender Weise findet 
lan die Stellwinkel «2» ßit li ^'^^ ^3? A» 7a ^^^ Hauptspannungen 
2 und Ö3. 

Die Hauptspannungsgleichung wird einfacher, wenn eine oder zwei 
lauptspannungen Null sind. Sie geht dann über in eine Gleichung zweiten 
der ersten Grades. 

Der erste Fall, d. h. der zweiachsige Spannungszustand tritt ein, 
venn das absolute Glied verschwindet, also 

67) — Ct C,, Ox + Or T,,x^ + Oy Tx/' + Cx Tj,/ — 2 T//« Txjr Tri, = *) 

St, (1er zweite, der einaclisige Spaiinungszustand, wenn ausserdem 

68) 6f, öl + ö'. öj + Ox 6,, - ~ r,r.'^ - - T^x^ ■-- Tj,/^ = 
St. 

Für den zweiachsigen Spannungszustand erhält man sonach 

69) ÖA^ — {Ox + Ol, + Öv) Oh 

+ 0(j Ox -\- Ox Ox + Ox 0,, — Tjßx' — Tat- — Txij' = , 



1) Diesen Fall, welcher dadurch herbeigeführt werden kann, dass 

Oy = (fx = Tyx = 

8t, hat Saint-Venant in seiner berühmten Arbeit: De In torsion des pri«mes 
kvec consid^rations sur leur flexion. Memoire des Savants Etrangers. 14, p. 233 
1855) in grosser Allgemeinheit untersucht. Man bezeichnet ihn daher als das 
^t-Venantsche Problem. Eingehend behandelt diese Aufgabe sodann Clebsch 
Theorie der Elastizität fester Körper), sowie anschliessend an Clebsch Gras ho f 
Theorie der Elastizität und Festigkeit, S. 217). 
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für den einachsigen 

(70) Ch — (<Jr + Oy+ Ox) = 0. 

Die letzte Gleichung zeigt unmittelbar die interessante Eigenschaft, dass 
die einachsige Hauptspannung so gross ist, wie die Normalspan nungen f&r 
drei ganz beliebige zu einander rechtwinklige Schnittflachen. Diese Eigen- 
schaft ist aber nur ein Sonderfall einer allgemeinen Eigenschaft, die sich 
daraus ergibt, dass Gleichung (64) als eine Gleichung dritten Grades ge- 
schrieben werden kann 

(Ch — (Ji) (öA — Ö2) (öA — (J:0 = 
oder 

(71) ÖA^-fö, +Ö2 +0^)0k' 

+ (öl 02 + Ö2 öj + Ö3 öl) (Ja — <>| 0-2 Ö3 = 0, 

und dass der Faktor von Oh^ in dieser Gleichung gleich sein muss dem- 
jenigen in Gleichung (64), d. h. 

(72) Ox + Oy + Ö; = Öl + 02 + Ö3 • 

Während die Hauptspannungen für jeden Punkt eines belasteten Körpers 
nach Grösse und Richtung bestimmt sind, hängen ör, (Jy, öx von der zu- 
fillligen Lage des Koordinatensystems ab. Wie dasselbe aber auch gewählt 
wii'd, immer ist die Summe der drei für rechtwinklige Flächen gleich 
öl + Ö2 + Ö3, also konstant. Man beachte die Analogie mit Gleichung (7). 

Erinitteliing der 1 rauptschubspannnngen aus den 

Hauptspaniiuiigen . * ) 

55 27. Während mit den Hauptspannunjren zugleich die grösste und kleinste 

aller vorkommenden Normalspannunf((Mi gegeben ist, bedarf es einer l)e- 
sonderen Untersuchung, die Grenzen zu bestimmen , zwischen denen die 
Tangentialspannungen liegen . 

Zu «liesem Zweck unterwerfen wir zunächst die Ausdrücke für^,ö,t 
bezogen auf Hauptachsen einer Umformung, bei welcher die iST- Achse ab* 
Polachse die AI-Ebene als A(iuatorebene aufgofasst, sonach die durch die 
/f-Achse und eine Schnittflüchen-Normale bestimmte Ebene als ^T-MeridiaD 
bezeichnet wird. Ist rp der Äquatorwinkel, welchen der Meridian mit der 

1) Vergl. F. Witten baue r, Theorie der Schubspannungen u. ß. w. AiudeD 
der Phy»ik und Chemie, Neue Folge. Bd. 57, 189ü, S. 567. 






Der mechanische Zustand eines gespannten Körperelements. 



31 



f- Achse einschliesst (siehe Fig. 15), so genügt dieser, der geographischen 
^ange entsprechende Winkel q> und der dem Komplement der Breite ent- 
prechende Winkel y zur Lagenbestimmung der Normale ON, Nach be- 
;annten Sätzen der sphärischen Trigonometrie ist 

73) cos« = sin/ cosgp , cos/9 = sin/ sin^) . 

iit diesen Beziehungen erhält man aus den Gleichungen (50) und (51) 

74) jp'^ = c.j,'^ + K^— 032 + (022 — 0^2) sin29)] sin2/, 

75) ö = Ö3 + [^1 — <^3 + (ö'i — öl ) sin29)] sin2/ , 
>der, wenn zur Abkürzung gesetzt wird 

76) [0, 2 - (J32 + {0^1 - 0,2) sin2 ^] _ ,^^ 

77) [öl — 03 + (02 — öl) sin2 9)] = n, 
lie einfacheren Gleichungen 

[78) jp2 = ^^2^^sin2/, 

[79) (j = <% + nsin2 7, 
sowie nach Gleichung (52) 

(80) T2 = Ö3 2_j.|yjsin2y — ((J3 + 7isin2y)2. 

Die von 9) abhängigen Grössen m und ?i 
haben für jeden Meridian einen bestimmten 
AYert und zwar, sofern sin 2 9) = sin 2 ( — (p) 
ist, für symmetrisch zur X-Achse gelegene 
Meridiane denselben Wert. Daher wird auch ein Polardiagramm t,'/ 
symmetrisch zur XF- Ebene, ausserdem aber mit Rücksicht auf die Eigen- 
schaften von sin2y symmetrisch gegen die ^- Achse. 

Bildliche Darstellung der Schubspannungen . 

Fig. 16 zeigt ein solches Meridiandiagramm für öi =^ Ijöj = 2,0, ==3 
und <p = 45^. Wie ersichtlich ist für 7 = 0, d. h. für die Z- Achse r = 0. 
Far 7 = 90^ erhält man 

(81) T= Vm -^ 2 (J3" n — )i'' 

JUS den in der XF-Ebene liegenden Kadiusvektor des Meridiandiagrammes , 
in dessen Endpunkt die XJT-Ebene durch die Kurve TJy normal geschnitten 
wird. Setzt man den aus Gleichung (76) folgenden Differenzialquotienten 

dr 

y~ = 0. so erhält man 
dy ' 
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(82) {m — 2 0^ n — 2 n^ sin^ y) sin / cos / = 

als Bedingung für Meridianpunkte, in denen r einen grössten oder kleinsten 
Wert annimmt. Ausser den schon besprochenen Werten y = und y = 9Ö^ 





Fig. 16. Fig. 17. 

die sidi für sin7 = und oosy=0 ergeben, erhält man nach Gleichung (J^O) 
für den aus der Gleichung 



(«3) 



. , m — 2 ö;, n 



hervorgehenden Wert von y die grösste Tangentialspannung des ^-Meritlian:^ 



(84) 



Tni = + 0-, — 



m 



)i 



d. h. das Meridianmaximum von t. 

Bestimmt man dies Meridianmaximum t,„ für alle möglichen i^-Meridiane 
indem man q) von — 3G(»^ wachsen lässt, so besclireibt der Endpunkt | 
von T„, eine gescldossene Kaumkurve, von webher Fig. 17 einen Quaclranten 
MyM^ (hirstellt. Diese Kurve schneidet 

die X^-Kbene mit 7 = + 45", t,„== ,. ((J3 — <Ji), 

die T/if-Ebenc mit 7 ^= + 45'', Tm^" ^ ^d^ ~" ^^2) 
und ergibt für ' ^^"'- = mit Rücksicht auf die Gleichungen (76) und (77) 
die Bedingungsgleichung 



(85) 



*\\ 



^,\ + 1*^2 ' ' ^\) ^"»"" H\ 



., sin r/) cos (jf = 0, 
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Iche nur durch sin 90 = oder cos g> = 0, d. h. für q> = und g) = 90^ 
ÄUt wird. Eine Ausnahme bildet der Fall, dass die Hauptspannungen 
r besonderen Bedingung 

O2 = 03 

nügen. In diesem Falle wird das Meri- 
xnmaximum Xm nach den Gleichungen (76) 
7) (84) 

«) 






nd zwar nach Gleichung (83) bei 



i7) 



siny = + 1/ — . 

~ f 2 cosg> 




Fig. 18. 



)a aber nach Gleichung (73) siny cos^) == cos«, so kann für Gleichung 
87) auch geschrieben werden 



cosa 



-±n 



^ oder a = +45*^. 



Die Endpunkte von Xm liegen hiernach auf einem Kreis um die X- 
U'hse; überhaupt ist in diesem Falle das ganze Polardiagramm für x eine 
totationsfläclie um X, deren Form durch Fig. 18 veranschaulicht wird. 



Die Hauptschubspannungen . 

Offenbar ist der aus Gleichung (86) hervorgehende Wert von Xm zu- 
leich der grösste Wert von x in dem ganzen Polardiagramm, also in dem 
materiellen Punkte überhaupt. Auch unter Einschluss des Sonderfalles, 
ass zwei Hauptspannungen einander gleich sind, hat man sonach Maxr 
nter den Werten 



«)ti=±^^^^-=-^, 



^ . Ö3 — <Ji 



^3 =± 



2 



§29 



n suchen, von denen x^ normal zu X, Xi normal zu F, T3 normal zu Z 
erichtet ist. Diese ausgezeichneten Werte nennt man nach Wink 1er 
lanptschub Spannungen. 

Das Hauptergebnis der vorstehenden Untersuchung lautet: Die grösste 
deinem Punkte stattfindende Schubspannung ist halb so gross 

Brauer, Festigkeitslehre. 3 
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wie die algebraische, d. h^ unter Berücksichtigung des Vor- 
zeichens gebildete Differenz aus der grössten und kleinsten der 
in dem Punkte herrschenden Hauptspannungen. 



Das Hauptspannungsnetz . 

§ 80. Für zwei Nachbarpunkte im Innern eines belasteten Körpers können 

die drei Hauptspannungen gleiche oder etwas verschiedene Richtung haben. 
Bei unendlich kleiner Entfernung der Punkte wird aber auch die Ver- 
schiedenheit nur unendlich klein sein können. Bewegt man daher einen 
mathematischen Punkt, von einem materiellen Punkt P ausgehend, auf einer 
seiner Hauptspannungsrichtungen , z. B. derjenigen von öi , um die Wegstrecke 
d^, so erreicht er einen zweiten materiellen Punkt Q, in welchem die 
Hauptspannungsrichtung sich etwas geändert hat. Verfolgt man nun diese 
neue Richtung, und fährt so fort, indem man immer die örtliche Richtung 
der Hauptspannung als Kompass benutzt, so beschreibt der mathematische 
Punkt eine Kurve in dem Körper, welche durch den Anfangspunkt und den 
Spannungszustand vollständig bestimmt ist, und welche überall durch ihre 
Tangente die Richtung einer Hauptspannung darstellt. Da man, von P aus- 
gehend, ebenso gut die Riclitungen von öj oder ö.^ hätte verfolgen können, 
so gehen offenbar durch P, wie überhaupt durch joden materiellen Punkt 
des Körpers, drei solelie Kurven. Man nennt diese Kurven Spannunps- 
trajektorien, auch wohl Kraftlinien in Anlehnung an die bekannten 
magnetischen Kraftlinien. Die Gesamtheit dieser Linien für einen in be- 
stimmter Weise belasteten Körper möge sein Hauptspannungsnetz oder 
kurz Netz*) hoissen. Dann können die Linien auch Netzlinien und die 
Flächen, deren Elonionte je zwei Hauptspan nungon ö, und O2 oder Oj und Ö3 
oder ö.j und cJ^ enthalten, Netzflächen '^) genannt werden. 

Wenn in § 15 die Vorstellung eines dreiaclisigen Spannungszustandes 
durch das Bild dreier sich rechtwinklig schneidenden Fadenbündel vermittelt 
wurde, so zeigt sich jetzt, dass die Netzlinien diesen Fäden entsprechen, 
dass jedoch die Fäden beim Übergang von dem Körperelcment zu einem 
endlichen Köri)er im allgemeinen nicht mehr als gerade Linien, sondern als 
Kurven gedacht werden müssen. 

Durch die drei Scharen von Netzflachen, die man sich in endlichen oder 



1) In Anlehnung an das geographisclie Gradnetz . 

2) Lami' nennt diese Fläche: „Siirfaces isostatiqucs". Leyons sur la thdorie 
mathematiquc de lY'lasticit^ des corps solides, Paris, 1852, S. 222. 
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lendlicb kleinen Abständen denken kann, zerfällt der Körper in Element«, 
•a denen man eine richtige Vorstellang durch das Bild eines Wölbsteincs 
iwinnt. 

FQr das Gleichgewicht eines Netzelementes ergeben sich analog zn den 
leicbangen (54) einfache Bedingungen, welche bereits 7-am6 anfgostcllt hat. 



Die Lamöschen Netzgleichuugen. 

DaB schraffierte Feld in Fig. 19 bedeate eine durch X-scbnittige Ebe- 
■n, die 0-Ebene und die P-Ebene, begrenzte Material schiebt von der 
icke 6x, und es werde angenommen, dass in 

die Netzlinien /, II, III beziehungsweise mit *" 

', 1', Z parallel sind, während sie in P in- 
ilge der Krümmung eine unendlich wenig ver- 
ihiedene Bichtung haben. Hierdurch ergeben ^ 
cb in der P-Ebene Schubspannungen nach 
' und nach Z, welche in der 0-Ebene nichl vor- 
anden sind, und die man daiier als Zuwachs- 
rfissen mit 



Ö.7; 



und 



a bezeichnen bat. In welciier Weise diese 

Intssen das Gleichgewicht beeinflussen, gellt be- c 

eits ans den Canchyschen Gioichnngen (54) 

lenor- Hier soll gezeigt werden, wie die pai-- F'g- H'- 

ielien Ditferenzialvcrliültnisse von den Haupt- 

pannungcn <ij, 0^, a^ und von der KrDmninng der Netzlinien abhängen. 

Vir betrachten hierbei den Einfluss jeder der drei Netzlinien und ihrer 

lauptspannnngen zunächst unabhängig von dem <ler beiilen anderen und 

«ginnen mit 1. 

Die Netzlinie I schneidet die P-Ebene unter einem Winkel, dessen 
'rcyektion anf die AX-Ebene mit dem KrOmmungswinkel 

S9) < OCP = ''■^- 

bereinstimmt, unter ()|^ den Krümm ungsi^adius OC verstanden, dessen 
rster Index die Kurve / und dessen zweiter Index die Bichtung 1' kenn- 
iichnet. 
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Verliefe die Netzlinie I wie ihre Projektion in Fig. 19, so würde bei 
Benutzung von Gleichung (18) der Winkel a zwischen Hauptspannung and 

die 

Schnittnormale durch — zu ersetzen sein, und, sofern dieser Winkel un- 

Qxy 
endlich klein ist, wird cosa = l, sina=a. Bezeichnen wir ferner die 

Schubspannung in P durch — ^-^da?, so möge der Index 1 bei ö| andeuten, 

dass es sich hier nur um den Einüuss der Hauptspannung o^ handelt. Führt 
man diese besonderen Werte in Gleichung (18) ein, so erh&lt man 

oder, nach Division mit da;, 

(90) hyj^ = ^. 

Da die Kurve OP eine Raumkurve ist, also im allgemeinen nicht in 

der XJT-Ebene liegt, so wird sie sich auch in der XZ-Ebene als Kurve 

projizieren, deren Krümmungsradius mit q^^ zu bezeichnen ist, so dass 

dic 

— den Winkel ausdrückt, welchen in dieser Projektion die Kurventangente 

in P mit X bildet. 



Hiernach erhält man die mit (90) analog gebildete Gleichung 

(91) 



Ö| Txx (Ti 



Die Netzlinie I wird in P durch die Netzlinie II rechtwinklig ge- 
scliuitten, in welcher die Spannung c^ herrscht. Da, wie angenommen, die 
Arr-Ebene die Netzfiäche J // in borülirt, so darf der in der Projektion 
erscheinende Winkel OCP als der wahre Winkel, unter welchem die Linie 
II die rechte Wandfläche schneidet, augesehen werden. 

Da man aus der Richtung + X in die Richtung PII gelangt, indem 
man zunächst um OCP nach rechts, dann um ^ nach links dreht, so er- 

hält man hier für den Winkel a in Gleichung (17) a= OCP — - und, da 
OCP unendlich klein ist, 

coJoCP — ^W sin OCP = -- , 
sin (oCP - J) = - .'OS OCP = — 1 , 



Der mechanische Zustand eines gespannten Körperelements. 37 

und damit nach (18) 
(92) 



Ö2 Txy 



Ganz analog erhält man von der durch P gehenden Netzlinie III, welche 
in Fig. 19 nicht dargestellt ist, 



(98) 




d;^ Tx* (Ja 

Ix ()i^ 


Setzt man nun 




(M) 




Öl txx + Ö3 Tx» = Ö Tarx , 



3 Xyx C2 — ^3 


Ö Xyx O2 C\ 


ly p2* ' 


^y Q2X 


Ö Tjwr (J3 Öj 


Ö Txy Ö3 — ^2 


Ö2' ()3^ ' 


2- Q-^y 



SO erhält man aus den Gleichungen (90) und (92), hezw. aus den Gleichungen 
(91) und (93) 

Bildet man weiter die analogen Ausdrücke 



(97) 



SO sind alle in den Cauchyschen Gleichungen (54) vorkommenden DifFeren- 
zialverhältnisse von Schubspannungen durch die Hauptspannungen und die 
Krümmungsradien der Netzlinien ausgedrückt. 

Was die in jenen Gleichungen vorkommenden Diflferenzial Verhältnisse 
von Normalspannungen anlangt, so ist leicht einzusehen, dass mit Ver- 
nachlässigung unendlich kleiner Grössen höherer Ordnung gesetzt wer- 
den kann: 

/QQv iOx iOi iOy Ö 02 ö ^* 3(^3 

^ ix 3rc ' iy "3^' iz 3^* 

Wäre z. B. <jj in P so gross wie in 0, also ~^ = 0, so würde nach 

Gleichung (17) in P 

ö^ = (y^cos2 OCP 
also 

^^dx = 0^ — 0^ cosWCP = öl sin20CP • 
ex 
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Da aber sin^OCP eine unendlich kleine Grösse zweiter Ordnung ist, 
so muss hiernach -^ - eine solche erster Ordnung sein, so dass es gegen- 

U Jif 

über ^* verschwindet, wenn dieses Verhältnis nicht Null ist. 

Setzt man nun die Ausdrücke der Gleichungen (95) bis (98) in den 
(ileichungen (54) ein, so erhält man die Lame sehen Gleichungen 



(99) 



d ö, 


+ 


ÖJ 




+ 


Ö;. 


PSi 


^1 

r 


■^-Tix 




7 


^11 




ö:. 


02 


+ 


ö| 


Cl! 


_<^i 

> 


+ «v 




7 
<J 


öö. 


+ 


^'j 


0:. 


+ 


Ö2 


('2I 


* 


+ *v 




r 
g 



= . 9>' 



9Py 



= . ^^ 



Bezüglich des Vorzeichens der q ist zu bemerken, dass es positiv oder 
negativ ist, je nachdem die Bewegungs-Richtung vom Efement zum Krüm- 
mungsmittelpunkt der positiven oder negativen Richtung der Achsen Ji, 
Y, Z entspricht. 

Die Gleichungen (95) können auch unmittelbar für das Netzelement, 

^ y. also ohne Benutzung der 

"-^ ~d(adn) Cauchy sehen Gleichungen 



n dr 

WM 




•! (^.»tlx 



äs_ 



^ 



zx 



a^fljc 



Fig. 20. 



entwickelt werden. So e^ 
hält man für den in Fig. 20 
dargestellten einfachen Fall, 
bei welchem q^^^ = 00 ist, 
und für ij:=0 und g)x=0 
nach den in der Figur ein- 
geschriebenen Ausdrücken, 
welche in der ^-Richtung 



die Breite 1 des Elements voraussetzen, als Gleichgewichtfibedingung ftr 
die Richtung X 



ö (öl d //) , , , d // 
- ' ^^ dx' + (J2 iix--'- = , 



"iix 



♦ oder 



ö, 



^(^1//) 
8./; 



I 1 ^^i I 






0. 



Dil nach Fij^'. 20 



X (>.> . 



Ci. 



L«-J 
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;o folgt aas der vorhergehenden Gleichung 

Hier 

was unter den gemachten Annahmen für q^x^ ^x, (px auch aus der ersten 
der Lame sehen Gleichungen (99) folgt. 



Der Spannungszustand an der freien Oberfläche 

eines Körpers, 

Wird die Normale in einem Oberflächenelenient als ^- Achse genommen, § 32 
so sind die Spannungskomponenten öx, r%j-, r^y daselbst durch den Nach- 
barkörper bedingt. Besteht dieser aus Luft, so ist 6-^ = — 1, r^r = 0, 
T;y = . Die Spannung d = — 1 ist aber im Vergleich mit den tlblichen 
Anstrengungen der Baustoffe ein vernachlässigbarer Wert, so dass auch 
ö; = gesetzt werden kann . 

Aus den Gleichungen (55) folgt dann unmittelbar auch 

Txx = und Tyv = . 

Sonach ist Gleichung (67) erfüllt, und es ergibt sich das wichtige Ile- 
ßultat: In jeder freien Oberfläche herrscht höchstens zweiachsige 
Spannung. 

Ist (J3 die verschwindende Hauptspannung, so ist diese normal zur 
Oberfläche. Die Hauptspannungsachsen ö^ und Ö2 liegen daher in 
der Oberfläche selbst. 

Dieser Satz lässt sich erweitern für den technisch wichtigen Fall, dass 
ilie Oberfläche an eine reibungslose Flüssigkeit von bekanntem Druck grenzt, 
1er Körper also eine Gefässwand bildet. Der normal zur Oberfläche wirkende 
Druck stellt hier — Ö3 dar, öi und a^ liegen in der Oberfläche. Diese 
elbst ist also eine Netzfläche. Die Richtung von öj und O2 kann dabei 
Q vielen Fällen aus Symmetrieeigenschaften abgeleitet werden, wie an 
inigen Beispielen gezeigt werden mag. 




Cylindrischer Körper von einfach symmetrischem Querschnitt 
bei symmetrischer Belastung. 

. Wie Fig 21 andeutet, sei XZAk Sjmtat- 

tritebene eioes Körpers Unter symmetriBcher 
Belastung werde verstandeu, dass die EräAe u 
Eymmetnscben Oberflachenteilen ebenfalls syii- 
nietriscb Bind Man mnss annehmen, dass in 
diesem Falle auch das Netz symmetrisch zu XZ 
lein Kird. Die X^ Ebene wird daher selbst 
eine Netzfl1(.he sein, wühretid die Nctzhnieii 
III etiia den in Fig 21 eingezeichneten Ter 
lauf haben mQsaeu 

Ffir die Punkte C^ und C%, in denen o, 

nach X, a^ nach Y, ß^ zur Oberfl&cho normil, 

also nach Z, gerichtet Bein mnas, ist damit ftr 

alle drei Uaupispannungen die Richtong ge- 

Fig. 21. geben. 

Der zweiachsig symmetrische Querschnitt bei Torsion. , 

Ein solcher Quei-schnitt ist z. B. der in Fig. 22 dargestellte. Hu 
sieht leicht ein, dass bei Torsion um die 
dritte Achse die im Querschnitt liegenden 
Hauptspannungsknrven III diametral -eyn- 
nietrisch sein, also dui'ch den Mittelpunkt .d 
gehen müssen (vergl. § 76). Ist BAG eme 
von diesen Kurven, gesehen auf die Schoitt- 
flilcbc des einen der beiden Stabteile, in die 
der Stab dnrch den Schnitt zerf&llt, so zeigt 
sich dieselbe Kurve an dem andern Stabteil 
als Spiegelbild, d. h. in der Form SAG'. 
Hieraus ergibt sich leicht, dass die Sym- 
metrieachsen des Querschnitts selbst Haupt- 
pj„ 22. spannungskurven /// sind. 

Da beim Kreis jeder Durchmesser Syro- 
inetricachfc ist, r-o ist er hiernach zugleich Hauptspannungsknrve. 

Die Netzfläcben 1 II sind sowohl für Fig. 21 wie für Fig. 22 Cy- 
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linderflächen, welche von den Linien III noi*mal geschnitten werden. Die 
Linien 1 and // liegen im allgemeinen nich tin den Querschnitten, sondern 
schneiden dieselben schiefwinklig. 



Der Rotationskörper bei polar-symmetrischer Belastung. 

Winl ein Rotationskörper so belastet, dass sicli keiner seiner Meridiane 
von anderen liinsichtlich seiner Lage gegenüber den äusseren Kräften unter- 
scheidet, SU heisse die Belastung polar-symme- 
trisch. Als Beispiel diene die in Fig. 23 dar- 
gestellte Kugel, welche zwischen ebenen par- 
allelen Platten gedrückt wird. 

Bei einem solchen Zustand muss an*j;e- 
nomnien wenlen, dass für alle Meridianebenen 
in gleichliegeuden Punkten derselbe Spannungs- 
zu>tand stattfindet. Von den Hauptspannungen 
lie^n immer je zwei in der Meridianebene, 
wahrend die dritte die Richtung der Parallelkreis- 
Tangente hat. Von den ersten beiden Hau])t- 
^pannungen weiss man, dass in den Kandpunkten 

die eine, (Jj, normal, die andere, c^^ parallel zur Obertiäche gerichtet ist. 
Durch diese Bedingungen ist das Hauptspannungsnetz in vielen Füllen 
ziemlich genau bestimmt. Die Xet/Iinien zerfallen liier in drei (iruppen, 
die man als Ringlinien, Meridianlinien und liadiallinien unterscheiden kann. 
Dementsprechend nennt man die Ilanptspannun^'cn Kin^-, Meridian- un<l 
Radialspannungen. 

Die polar-symmetrische Belastung wird besonders bei Gelassen für Flüssitr- 
keiten oder Gase einti-eten können. Je geringer die Wan<Mirke ist, um so 
weniger besteht ein Zweifel tlber die Form der Xot/linien. also üIht dir 
Richtung der Hauptspannnngen. Die Berechnung der (irö-^-e iler llanpt- 
spannuDgen wird hierdurch sehr erleichtert. 




Fig. 23. 



§35. 



in. Abschnitt. 

Der Zusammenhang zwischen dem geometrischen und 
dem mechanischen Zustand eines elastischen Elements. 



Das Hookesche und das Poissonsche Gesetz. 

§ 36. Bei dem einachsigen Spannungszustand, z. B. beim Spannen eines 

Drahtes ist die Spannkraft der Dehnung innerhalb gewisser Grenzen pro- 
portional. Wenn olso z. B. öj die Spannung im Drahtquerschnitt, €, die 
Dehnung ist, so besteht die Beziehung 

(101) öl = Eb^ , 

unter E einen vom Material abhängigen konstanten Faktor, den Elasti- 
zitätsmodul ^) verstanden, dessen Einheit die von <Jj ist. Man nennt 
diese Beziehung das Hookesche Gesetz. 2) 

Von diesem Gesetz weiter schliessend, liegt die Vermutung nahe, dass 
auch für den zwei- und dreiachsigen Spannungszustand eine ähnliche Pro- 
portionalität besteht. Das ist jedoch nicht allgemein der Fall. 

Zunächst ist schon für den einachsigen Spannungszustand Cy , bei 
welchem Ö2 = 0, Ö3 = ist, nicht auch e^ = und £3 = 0, sondern es 
findet in jeder zu e^ normalen Richtung eine negative Dehnung (Kontraktion) 
statt, welche zu £| in bestimmtem Verhältnis steht. 

Setzt man 

^ ^ '^ m 7)1 L 

1) Clcbsch bezeichnete -jt mit a, ebenso v. Bach; a ist jedoch weniger 

charakteristisch, kann auch als VVinkelzeichen kaum entbehrt werden. Jeden- 
falls ist F gebräuchlicher. 

2) Der englische Physiker Hooke veröffentlichte das Gesetz 1679 in den 
Philosophical tracts and eollections in der Form: „ut tensio sie vis." 
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ist für isotrope ') oder nach allen Richtungen gleichgefüge Körper m 
ine zwischen m = 2 und m = 4 liegende zweite Elastizitätskonstante, die 
^oissonsche Zahl, welche für Metalle in der Regel zu 

103) wi = 3V3 

ugeiiommen werden kann. 

Die Poissonschen Gleichungen. 

Für isotropes Material gilt Gleichung (102) mit entsprechender Index- § 37. 
ertauschung, auch wenn Ö2 oder (J3 allein wirken. Unterwirft man da- 
er ein elastisches Element der Reihe nach den einachsigen Spannungen 
,', öj", o^"\ so ergeben sich jeweils die Dehnungen: 



urchö/ : ^1' = 



öl 

5' 


f 

e-i — 


mE' 


02 

inE ' 


ff 

^2 — 


Ö2 
E' 




H — 


ö:. 

mE' 



£> 



'' ~ niE' 



Oj 



ff ff U2 " 1^2 " ^2 

'^^ '■ *' ="»«£' *2 ^ E' ^'' ^~'mE' 



fff fff U3 fff V»|J fff \J-t 



E 



lange die Dehnungen hinreichend klein bleiben, sind sie unabhängig 

avon, ob schon eine andere Dehnung von gleicher Richtung vorhanden war, 

. h. sie addieren sich zu jener. Versetzt man daher das Element zu- 

ächst durch ö/ in den einachsigen und dann durch Hinzufügen von Ö2' 

üd 03'" in den dreiachsigen Spannungszüstand, so erhält man z. B. 

f . "1 '" 
£1 = fi + 61 + ti , 

nd danach ergeben sich für den Spannungszustand (oi , 02 , Ö3) die Glci- 
longen: 



04) 



1 f^ ^2 + öa 



\ 



1 / Öt + ö» 



1) Über das Verhalten nicht isotroper Körper s. Grashof, Theorie der 

istizitat nnd Festigkeit S. 21. Die Zahl der Elastizitätskonstanten wird hier 

►sser; hierdurch werden die Beziehungen so verwickelt, dass eine Verwendung 

technische Aufgaben kaum möglich ist, wennschon, wie bei gezogenen und 

iralzten Stäben oder bei Holz , der isotrope Zustand keineswegs immer vorliegt. 
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welche man Poisson verdankt. Nach diesen Gleichungen kann man, wenn 
die Hauptspannungen bekannt sind, zunächst die Hauptdehnungen berechnen, 
aus denen sich dann weiter nach Gleichung (14) die Dehnung nach be- 
liebiger durch die Winkel a, ß, y gegebener Richtung zu 



1 



^2 + Ö^N _ ., , / 03 + ^1 



(105) B = ^ \[o, - -^ -^^-) COS^« + [O, - ^^^ COS^ß 

ergibt, welche Gleichung sich für den ein- und zweiachsigen Spannungs- 
zustand entsprechend vereinfacht. 

Ist € für eine, zwei oder drei Richtungen den Hauptachsen gegenüber 
gegeben, je nachdem der Spannungszustand ein-, zwei-, oder dreiachsig ist, 
so kann man die Hauptspannungen aus einer entsprechenden Anzahl nach 
(105) gebildeter Gleichungen berechnen. 

Ein wichtiger Sonderfall ist es, wenn die in Richtung der Haupt- 
spannungen stattfindenden Dehnungen €| , £2, £3 gegeben sind. Hier kann 
man die Gleichungen (104) zur Berechnung von (jj , öj, (J3 benutzen. Durcii 
Addition erhält man zunächst 

«1 +^2+^3= -^^ (1 -^) i<^i + Ö2 + Ö3), 

oder, nach Gleichung (7), 

Aus dieser und je einer der Gleichungen (104) folgt sodann 



(106) 



;// + 1 \ ^ m — 2/ 



m ,^/ . c 



0,-: -2 , E[e2+ - J» 



m + l V •* ' m — 2, 



Zusammenhang zwischen n und f für dieselbe Bichtung, 
welche nicht die einer Hauptachse ist. 

§ 38. Nach (51) ist die Normalspannung in einer beliebigen durch a, ß, 7 

gegebenen Fläche, durch öj, Ö2, Ö3 ausgedrückt: 
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C = Ol cos 2a + Ö2 cos2j9 + (J3 cos'^7 . 
tzt man hier für öj , O2 , Ö3 die Werte aus (106), so erhält man 

- ^ Uj cos^a 4- £2 cos2/9 + £3 cos^y 4- 

e 
m— 2 



m + 

(cos 2« -|- cos 2/9 4- cos^^^) 



er, mit Rücksicht auf (12) und (14) 

^ m + 1 \ m — 2, 

Diese Gleichung zeigt, dass die in den Gleichungen (106) ausgedrückte 
^Ziehung für die Hauptspannungen und die gleich gerichteten Haupt- 
hnungen auch ganz allgemein für jede Normal Spannung und die 
eichgerichtete Dehnung gilt. 

Mit der Abkürzung: 

08) -^E=2G 

hreibt sich Gleichung (107) etwas einfacher: 

109) a^20(e + ^/_^), 

ind man erhält z. B. für drei beliebige reclitwiiililige Riclitungen 



;uo) 



\ in — 2/ m 

Cy = 20 (sy + — ^-) , ESy = 6, - ^^' ^^' 

\-^ ' m — 2/ ^ •' m 

o, = 2G (e,+ - "^ \. Es. = (Jv - ^" + ^^ 
\ m — 2/ m 



j 



Zusammenhang zwischen Schubspannung und Winkel- 
verschiebung . 

Für € gilt allgemein die Gleichung (11). Führt man diese Beziehung § 39. 
in Gleichung (109) ein, so folgt 

O = 20lsx-\ _~^) cos 2« 4- 2Gfiyx cosß cos/ 

4- 2 G^ Uy 4 -— -j cos 2/3 4- 2G[Ixj: COS7 cos« 

+ 2G (ex+ -'^o) ^^^^ + ^Gflxy COS« cos/3 . 
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oder, im Hinblick auf die Gleichungen (110), 

(111) = Cr cos^a + öy cos2j9 + öx cos2y 

+ 2(t {fiy^ cos/9 cosy + (ixx cosy cos« + firy cos« cos,9). 

Nach Gleichung (59) war aber auch 

Ö = Ox COS^a -|- Oy COS^^ + Ox cos^y 

+ 2 (Tyx cos/9 cosy + txx t'osy cos« + Xxy cos« cosß). 
Durch Subtraktion dieser Gleichung von (111) folgt also 

{G (lyx — Tyx) COS/9 cosy + {0flx,x— T%.i) cosy cos« + (fr (Iry — Txy) cosa cos/9=0 , 

welche Gleichung für beliebige Winkel a, ß, y nur erföllt werden kann, 
wenn die Beziehungen bestehen: 

(112) Tyx = Gflyx , Txx = Oflxx , Txy = Ö^j^^ . 

In diesen Gleichungen kommt zum Ausdruck, dass zwischen den Schub- 
spannungen und den mit gleichem Index versehenen Winkelverschiebongen 
lineare Gleichungen bestehen, welche dem Hookeschen Gesetz (101) analog 
sind, und bei denen die in Gleichung (108) definierte Konstante O dem 
Elastizitätsmodul entspricht. Man nennt deshalb G Schubelastizitats- 
modul, oder kürzer Gleitniodul. 

Da für r = nach (112) auch // = wird, so ist zugleich erwiesen, 
dass für isotropes Material die Richtungen der Hauptspannungen 
mit den Richtungen der Hauptdehnungen zusammenfallen. Hervor- 
zuhel)en ist, dass Gleichung (112) auf dem Ilookeschen und dem Poisson- 
sclion Gesetz beruht, daher auch an deren Gültigkeitsgrenzen gebunden ist. 



Allgemeines Verfahren zur Berechnung der Ilauptspannungen 

und der Ilauptdehnungen . 

§ 40. Unter Benutzung der Gleichungen (10) können die Gleichungen (110) 

und (112) auch folgendermassen geschrieben werden 

\\r in -- 2/ 
ö// nt - - 2 

■ cz III —ij 



(ll.l 
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lU) 






Dabei ist nach den Gleichungen (7) und (10) 

Bildet man ans den Gleichungen (113) und (114) die partiellen Ableitungen, 
welche in den Cauchyschen Gleichungen (54) vorkommen, so ergeben sich 
drei partielle Differenzialgleichungen zweiter Ordnung mit den Differenzial- 
^Qotienten 

8g ög ög ifj ir] irj ö? ö? ÖC 

ix' iy' iz' ix' ö//' iiz ' ix' ö//' f-' 

welche in einfachen Fällen integriert werden können, wodurch man die 
Deformationskoordinaten |, 7j , g eines materiellen Punktes als Funktion 
Beiner Koordinaten x, y, z erhält. Nach den Gleichungen (113) bis (115) 
können «lann die 6 rechtschnittigen Spannungskomponenten auch als Funk- 
ionen von X, y, z ausgedrtkckt und für jeden Punkt, dessen Spannungs- 
astand untersucht werden soll, berechnet werden. Aus Gleichung (m) cr- 
ifdi man endlich die Hauptspannungen des Punktes und aus den (ileichungcn 
104) seine Hauptdehnungen. Diese können auch aus Gleichung (13)bereehnet 
renlen, wenn man die Werte Sr, s,j, f., //»/;, //-.r, //r./ nach (10) einsetzt. 
Es liegt auf der Hand, dass von diesem umstilndlichen Verfahren für 
»chnisehe Aufgaben nur wenig Gebrauch gemacht werden kann. Immerhin 
at es sich zur Aufklärung über mehrachsige Spannungszustäntlc sowohl 
ei zusammengesetzter Beanspruchung stabförmiger wie insbesondere bei 
andförmigen und getlrungenen Körpern als sehr wertvoll erwiesen. 



Abweichungen vom Hookesclien Gesete. 

Die lineare Beziehung zwischen Kraft und Formänderung, welche sich § 41. 
n Hookeschen Gesetz ausdrückt, ist eine Annäherung, welche das wirk- 
che Verhalten mit einer bei verschiedenen Substanzen sehr verschiedenen 
fenauigkeit wiedergibt. 

Schon lange hat man daher nach einem strengeren, möglichst allge- 
leiQ gültigen Gesetz gesucht, ohne ein solches ^ finden. In einer histo- 
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rischen Zusammenstellung von diesbezüglichen Vorschlügen von Mehmke'j 
wird u. a. mitgeteilt, dass schon (1729) Btilfinger und (1822) Hodgkinson 
das Gesetz der allgemeinen Parabel 

(116) ö = Ab^ 

empfohlen haben, auf welches neuerdings auch (1897) v. Bach und Schule 
durch Versuche geführt worden sind. 
Ein anderes Gesetz 

(117) o = Ae + Be^, 

welches durch eine quadratische Parabel dargestellt wird, hat ebenfalls 
Hodgkinson (1849), später (1893) Hartig vorgeschlagen. 

Durch eines dieser Gesetze der Festigkeitslehre eine allgemein gültige 
Basis zu geben, erscheint zur Zeit ziemlich aussichtslos. Von theoretischer 
Verwertung der nicht linearen Spannungsgesetze wird daher hier abgesehen 
in der Annahme, dass man auch bei genauerer Kenntnis des Gesetzes sich 
für technische Anwendungen mit Berichtigungskoeffizienten wird behelfen 
müssen, wie sie z. B. in der Hydraulik üblich sind. 

Hiermit soll indessen keineswegs die Bedeutung von Versuchen in Frage 
gestellt werden, welche die genauere Erforschung der Elastizität der technisch 
wichtigen Stoffe bezwecken. Es sei jedoch bemerkt, dass bei solchen Versuchen 
nicht immer scharf genug zwischen dem Verhalten bei erstmaliger Belastung 
und dem Dauerzustand unterschieden worden ist, der sich nach einiger Zeit 
bei regelmässig wiederholtem Kräftespiel einstellt, und bei welchem die Ab- 
weichungen vom Ilookeschen Gesetz meist viel geringer sind als bei der ersten 
Belastung. Auch auf die sogenannte elastische Nachwirkung ist hierbei 
Rücksicht zu nehmen, welche darin besteht, dass die Deformation nicht nnr 
von der Grosso der Belastung, sondern auch von ihrer Dauer abhängt. 

Die eliistisclie Energie der Volumeinheit . 

§ 42. Die mechanische Arbeit, welche zur elastischen Formänderung eines 

Körpers verwendet wird, stellt eine gewisse Energiemenge dar^ die Ton 
einem anderen Körper auf den elastischen übergeht und von diesem bei der 
entgegengesetzten Formänderung wieder ausgegeben werden kann. Solange 
die Rückgabe noch nicht erfolgt ist, niuss diese Energie als aufgespeichert, 
als Bestandteil des gesamten Energievermögens des elastischen Körpers auf- 
gcfusst werden. Bezeichnet man die bei der Energierückgabe erfolgende 

1) Zeitadirift für Mathematik und Physik. 42. Jahrgang, Heft 6. 
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Arbeitsleistnng mit A, das Energievermögeii vor und nachher aber mit U^ 

und U2 , so ist offenbar 

C118) U^-U2 = A. ■ 

Um A auszudrücken, werde angenommen, dass in einem Würfel von 
1 cm Seite überall gleicher Spannungszustand mit den rechtschnittigen Kom- 
ponenten 6xj Oy, ör, Tyi, Tii-, Txt/ hcrrschc, durch welche die Deforma- 
tionen St, fy, £x, liyxi /l^r, ^ry hervorgebracht sind, zwischen denen die 
Gleichungen (110) und (112) bestehen. 

Soll nun z. B. Sx nach und nach bis Null vermindert werden, während 
die andern s und die n sich nicht ändern, so muss, da jene Gleichungen 
l)estehen bleiben, auch Cx in gleichem Verhältnis abnehmen. Die Arbeit, 
welche der Würfel bei dieser Zusammenziehung leistet, ist daher 

(119) Ax=^ ^~ . 6a: = - CxBx 

oder nach Gleichung (110) 

Verfölirt man ebenso mit Sy und f-, so erhält man entsprochende Werte 
Ay und Ax und als Summe aller drei Arbeiten 

Ax + Ay + Ax = Q ^sx^ + e,/ + f ,2 _,. _^ (,^ ^ Sy + s,) 

oder mit Rücksicht auf Gleichung (7) 

(120) A. + A,j + A,^G (er^ + e,,^ + f ,2 4. _£i ^ 

Löst man sodann von den noch bestehenden Verschiebungen zunächst fiy^ 
auf, so wird die Arbeit 

(121) Ayx = '^^ fly^. = - Ty^ fly^ 

geleistet, sonach mit Rücksicht auf Gleichung (112) bei Auflösung sämt- 
licher Verschiebungen 

O 

(122) Ayx + Axx + Ary = 2 (/'.vt^ + i"^^^ -i- f^ry^^ ' 

Aus (120) und (122) folgt sodann die Gesamtarbeit für 1 cbcm 
(123)4 = G (e,» + sy^ + e,2 + ^-^^ + /A'l!± /^+ /'-v^ j^^,^ 

Braner, Festigkeitsieb re. 4 
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Ersetzt man in Gleichung (119) nicht a durch €, sondern € durch c 
unter Benutzung der Gleichungen (110), ferner in Gleichung (121) nicht t 
durch ^, sondern (i durch r, nach (112), so ergibt sich 

(124) ^ =2^ (^''" + <^>^ + ^•') -^^~E ^^^^' + ö.öx + ö,«jy) 

eine Gleichung, welclie die elastische Arbeit durch die rechtschnittigen 
Spannungskomponentx^n ausdrückt . 



Die elastische Euergie eines beliebigen Körpers. 

§ 43. In den meisten Füllen wird weder der Spannungszustand noch der 

Defonnationszustand ein überall gleiciier sein. Man wird daher die für 
1 cbcm gefundenen Ausdrücke nur für ein Volumelement dV anwenden 
können unrl die elastische Energie durch Summation der Energie aller 
Elemente erhalten. 

So ergeben sich für das elastische EnergievermAgen nach (118) die 
Gleichungen 

(125) U = Gj[t,^ + f,/^ + f ,'^ + ^-^^ ^:1 2 + 2 ^f'''' + ''"' + '"'"^ ''^ 

oder 

(126) U = ^ßor^ + 0./ + ö, ■') .1 F — ;^ji,fio!,o^ + <?.<?, + 0,0,) d T 



+ 2ö/(^r.^ + T.,*+r^*)dT*. 



Um diese Integrale auszuwerten, müsste man für (125) alle s und 
^, für (126) alle ö und t als Funktionen der Koordinaten eines Körpe^ 
Punktes ausdrücken und konnte hiernach die Integration, im allgemeinen 
eine dreifache, durchführen, eine Aufgabe, die nur in besonders einfiichen 
Füllen mathematisch streng lösbar ist, meist aber durch Nftherungsverfohren 
ersetzt werden muss. 

WiUirend das in den vorigen S§- mitgeteilte Verfahren zur Bestimmung 
von U von der Defonnationsarbeit des Elements ausging, ist es in maudien 
Fallen einfacher, die Arbeitsgrössen an der Oberflache oder an den Be- 
lastungspunkten auszudrücken und zu summieren. 

Wirkt z. B. auf den Punkt P eines Körpers eine konstant gerichtete 
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Siiizelkraft K^ welche P nach Q verschieht, so ist, wenn PQ mit K den 
mrinkel ip bildet und PQ cos 9 = jl gesetzt wird, die übertragene Arbeit, 
welche einer Vergrössening von K um ^K entspricht, 

d^ = js:dji = j5:^^dj^. 

Ist nun nach dem Hook eschen Gesetz ^-^ ein konstantes Verhältnis 

A 

X 

= -j^ , so folgt, für die Zunahme von K =0 h\^ K= K 



A 



ü 



Viel weniger einfach wird dieses Verfahren, wenn mehrere oder gar 
Unendlich viele Kräfte wirken. Für den Fall der Biegung findet es sich 
An einem Beispiel durchgefQlirt in § 73. 



Anwendungen der elastischen Energie. 

Ist die geleistete Arbeit und damit nach Gleichung (118) f/j — U^ § •*4. 
l)ekannt, so kann die Rechnung den Zwei^k haben, die entstehenden De- 
formationen oder den Spannungszustand zu ermitteln, welcher sich hierbei 
«rgiht. Itt diesem Falle, welcher z. B. bei einem passiven oder aktiven 
Stoss eintreten kann, würde eine lösbare Aufgabe nur dann vorliegen, wenn 
man durch eine genügende Anzahl Bedingungsgleifhungen entweder die € 
nnd fi oder die und r auf eine Veränderliche zurückführen kann. Ist 
die,<;e durch Auflösung des Integrals als einzige Unbekannte gefunden, so 
ergebei> sicli weiter aus den Nebenbedingungen die s und /j oder die 
and T sowie die Hauptdehnungen und Hauptspannungen in beliebigen, ins- 
iesondere den gefährdetsten Punkten. 

Das in dieser allgemeinen Darstellung recht umständlich erscheinende 
Verfahren gestaltet sidi in manchen praktisch wichtigen Fällen, insbesondere 
bei stabiormigen und wandförmigen Körpern, einfacli genug, um ohne überr 
massige Mühe durchführbar zu sein. 

Bei allen Stosswirkungefn geht übrigens ein Teil der Energie zunächst 
in kinetische Energie elastischer Toilscliwingungen nnd dann in Wärme 
über. Diesen Energiebetrag in Rechnung zu zielioii ist in der Regel nicht 
möglich, da sich die Teilschwingungen wie Schallwellen nach allen Seiten 

ausbreiten und mit der Gosanitbewegung dos Köri)ers nicht in einfacher 

4* 
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Die Festigkeit gerader stabförmiger Körper bei ein* 

achsigem Spannungszustand. 



B^riff des geraden Stabes, die Stabkräfte und ihre Bezeichnung. 

Ein stabfbrmiger Körper (s. § 2), auch Stabkörper oder Stab genannt, 
wird durch eine an beliebiger Stelle gedachte Schnittfläche in zwei Ab- 
schnitte zerlegt. Jeder dieser Abschnitte steht unter dem Einfluss von 
Kräften, deren Angriffspunkte .teils in der Mantelfläche des Stabes, teils in 
dessen Massenelementen, teils in der gedachten Schnittfläche liegen, und er 
befindet sich unter dem Einfluss der Mantelkräfte, der Massenkräfte 
und der Schnittkräfte im Gleichgewicht der Ruhe oder der Bewegung, 
wenn die Resultante dieser Kräfte Null ist, im Zustande der Beschleunigung, 
wenn diese Bedingung nicht erfüllt ist. 

Denkt man sich eine stetige Folge ebener Schnittflächen so gelegt, 
dass die Linie, welche die Schwerpunkte der Schnittfiguren verbindet, alle 
Schnittebenen rechtwinklig schneidet, so werde diese Linie als Zentral- 
linie bezeichnet. Wenn die Zeutrallinie des unbelasteten Stabes eine 
Gerade ist, so nennen wir diesen selbst einen geraden Stab und die Zen- 
trallinie Stabachse. Wird ein gerader Stab auf ein rechtwinkliges Ko- 
ordinatensystem bezogen, so nehmen wir die Stabachse als X-Achse, wo- 
nach die Normalschnittc zur YZ-Ehene parallel werden. 

s bezeichne die einem bestimmten elastischen Zustand entsprechende 
liänge einer Faserstrecke, die gerade oder gekrümmt sein, z. B. auch mit 
der Zentrallinie zusammenfallen kann. 

Ein durch zwei Normalschnitte F im Abstände ds begrenzter, einfach 
unendlich kleiner scheibenförmiger Körper, d. h. ein elastisches Stabele- 
ment, dessen Volum 

(127) clF=i^d.9 

und dessen Gewicht 
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(128) dG==yFds, 

ist, unter / das Gewicht der Volumeinheit verstanden, empfängt an seinem 
Umfang die Wirkung einer ebenfalls einfach unendlich kleinen Mautelkratt. 
welche mit d(? oder anderen etwa noch vorhandenen Massenkräften zu einer 
Resultante dP vereinigt werden kann. Wir bezeichnen dP als Belastung 
des Stab Clements, nennen 

(129) 'if = i* ') '" ^^1"''' 

Belastung der Längeneinheit oder spezifische Belastung und ersetzen 
p durch die rechtwinkligen Komponenten Px^ Py, px- 

Zerlegt man auch dP in die Komponenten dPx, dP^, cLP^, so er- 
geben sich die Gleichungen 

(130) dPj = pjds , (IP,, = pyds , dPv = pxds , 

welche man integrieren kann, wenn px, py, px als Funktionen der Stab- 
länge s gegeben sind. 

Die Kraft dP wird im allgemeinen die elementare Scheibe in einem 
Punkte mit den Koordinaten //, z schneiden, und auch diese können von 
Element zu Element verscliiedcn sein. In sehr vielen Fällen sind jedoch 
rliese Koordinaten Null, oder so klein, dass man sie vernaclilässigen kann. 
Dies werde, dem Bogriff des Stivbes ent.si)recliend, stets angenommen, wenn 
nicht das Gegenteil besonders bemerkt wird. 

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich, wenn man die Belastung einer 
gewissen (kurzen) Stahstrecko durch ihre Resultante ersetzt. Wir bezeichnen 
solche konzentrierte Belastungen mit K^ ihre Komponenten mit X, 
K>i , K\ . 

In jedem Element dF der Sciinitttläche herrschen die Spannungskom* 
pon(Uiten Oj, t,,i, r.r-. (s. S 2*J), sonach die Spannkräfte 

,hS' = ovdP, dT, =- T,,,dl\ dTv = T^vdP, 

deren Sumniation über den ganzen Querschnitt die Schnittkräftc 

(131) ,V=-,/o-,dP, T.,^/T,,dF, T, =./r.;dP 

ergibt. 

Besonders einta<;h wird der Zusammi^idiang zwischen der Belastung und 
den Schnittkräften, sowie die Ermittelung des elastischen Zustands für die 

1) Verwechselungen mit der Bedeutung von jt fiadi ij UJ sind umsoweniger 
zu befurrhten, als ji in jener Bedeutung in dienern Almdmitt nicht vorkommt. ' 
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iu den folgendea §§ behandelten wichtigen Fälle, für achsiale Be- 
lastung, für Biegung und für Torsion. 



Der prismatische Stab unter achsialer Belastung. 

Zug oder Druck. 

Ist die Stabachse, wie in § 46 angenommen, die X-Achse, so findet 
achsiale Belastung dann statt, wenn die Belastungskomponenten py, px, 
Ky , Kx überall Null sind und die Angriffspunkte von px und Kx in der 
Stabachse liegen. 

rz 



CO 



,9 



Fig. 23. 

Wählen wir einen an sich beliebigen Punkt der Stabachse als Ko- 
ordinatenanfang und bezeichnen mit s den Abstand eines ebenfalls be- 
liebigen Normalschnittes von 0, mit l den Abstand der Endfläche von 0, 
so wird der Stab durch den Normalschnitt in zwei Teile zerlegt. 

Betrachten wir zunächst den rechts liegenden Teil von der Länge / — s, 
so kann dessen Belastung in stetig verteilten Kräften von der Summe 



§47, 



fpx ds 



s 



und in konzentrierten Kräften bestehen, deren Summe mit 



s 



bezeichnet werde. 

Im Hinblick auf die erste der Gleichungen (131) lautet dann die 
einzige hier in Frage kommende Glcichgewichtsbedingung 



(132) 



fpsds + :i:K. -/osdF=0 . 

8 



s 



Sind die beiden ersten Glieder bekannt, was der Fall ist, wenn man 
die Belastung kennt, so nennt man die Aufgabe jjtatisch bestimmt. 
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lu diesem Falle kann man aus Gleichung (132) das letzte, die Scbnittkraft 
darstellende Glied berechnen. 

Je nachdem die Schnittkraft positiv oder negativ ist, sagen wir, der 
Stab sei in dem betrefifeuden Querschnitt auf Zug oder auf Druck beau- 
sprucht. Eine mit (132) analog gebildete Gleichung kann man fAr den 
linksschnittigen Stab teil aufstellen. Für den Fall, dass der linke End- 
punkt ist, lautet dieselbe 

(133) ./>xd5 + 2K, + foAF = . 



§ 48. Auch aus dieser Gleichung kann man die Schnittkraft berechnen, wenn die 
Belastungsglieder bekannt sind. Statisch unbestimmt ist die Aufgabe 
erst dann, wenn für keine Seite die Belastung vollständig gegeben ist. 



Zugbelastung des prismatischen Stabes durch zwei in den 

Endflächen wirkende Kräfte. 

Wirkt nach rechts nur eine Kraft JST, und ist px überall Null, so 
kann der Stab nur im Gleichgewicht sein, wenn die linke Endkraft 

IC = -K 

ist. Sowohl nach (132) wie nach (133) findet man daher für jeden Normal- 
schnitt 
(134) fc.^F=K. 

Selbst in diesem einfachen Falle kann der elastische Zustand nicht ohne 
Zuhilfenahme einer Doformations- oder einer Spannungshypothese ermittelt 
werden (s. j:} 45). Die hier ül)licho und orfalirungsgemäss zulässige Hypo- 
these lautet: In einem Nornialschnitt ist im vorliegenden Falle Ox 
überall gleich, und zwar ist Oj eine Ilauptspannung Ci *). 
Nach Gleichung (134) wird dann 

o-, JWF = K , 



also 

K 

F 



(135) a, = 



Hicruacli folgt weiter nach Gleichung (101) 

1) Eine Prüfung dieser Hypothese für den Kreiszyliiider enthält § lOü. 



^tamm 
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H> die Yerlängerang des Stabes gegenüber der anfänglichen Länge s 

$6) J5 = £, 5 = ^ 5 = -gp s . 

Unter Berücksichtigung einer gleichmässigen Temperaturänderung At, 
i dem Ausdehnungskoeffizienten a, wird 



Js = (|- + aM + ^ aAt^ s 



er, mit zulässiger Vernachlässigung des letzten Gliedes in der Klammer, 

37) Js = (^^^+ aM^s. 

Während Oi für den statisch bestimmten Fall aus Gleichung (135) bc- 
chnet werden kann, findet man ö^ für den statisch unbestimmten Fall 
8 Gleichung (136), wenn E und Js bekannt sind. Ist K und As be- 
jint, so kann man aus (136) E finden. 

Die elastische Energie ist nach (126) 



Der gerade Stab von ungleichmässigem Querschnitt unter 

achsialer Belastung. 

Wie für den prismatischen Stab, gelten auch hier die Gleichungen (132) § 49. 
1er (133). 

Ist die Abweichung von der prismatischen Form nur gering, was be- 
Mts zum Begri£f des Stabkörpers gehört, so kann näherungsweise auch hier 
\T alle Punkte eines Normalschnittcs gleiche Normalspannung Ox ange- 
ommen, also 

139) S=/a,i\F=röjrF 

esetzt werden. Nach den Betrachtungen des ^ 32 können die ebenen 
ormalschnitte nur dann Netzflächen sein, wenn sie die Oberfläche überall 
!chtwiaklig schneiden, was für einen nicht prismatischen Stab im allge- 
einen nicht der Fall ist. Ox wird daher aucli keine Hauptspannung sein 
id zwar umsoweniger, je mehr sich die Oberfläche' von der Form eines 
■isma unterscheidet. Nimmt man dies trotzdem an und benutzt Glei- 
ung (136) für ein Stabelement von der Länge d^, so erhält man als 
Uiemng 



-/ 
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(140) 



IV. Abscl^itt. 



d{A,s) = ^^s . 



Setzt man hier für öx den aus (132) und (139) folgenden Wert 



(ui) 



so erhält man 



(J.r = 



1 






(U2) 






Für den im § 48 behandelten Fall, dass der Stab nur an den Enden 
von gleichen, entgegengesetzt gerichteten Kräften K und K' belastet wird, 
erhält man für die Spannung im Querschnitt J^ 



(143) 



<Ji = 



K 
F 



und für die Verlängerung des ganzen Stabes 



(144) 



''^ = e/. 



K rds 
F 



u 



Biegung eines geraden Stabes von symmetrischen Quer- 
schnitten in der Symmetrieebene. 

§ 50. Unter Biegung werde nach allgemeinem Sprachgebrauch eine Fona- 

iuulerung verstanden, bei welcher die ursprünglich gerade Stabachsc die 
Form einer Kurve annimmt, und zwar hier speziell eine solche, bei der 
die Zentrallinie im ganzen und in den einzelnen Teilen die anfängliche 
Länge behält. Die „Biegung in der Symmetrieebene" soll die weitere Be* 
dingung ausdrücken, dass die entstehende Kurve mit allen ihren Ponkttt;; 
in dieser Ebene verbleibt, dass siu also eine ebene oder einfach gekrttmiBte 
Kurve ist. 

Dieso Bedingung i\ann nur erfüllt werden, wenn sämtliche BelastungeB 
in der Symmetrieebene wirken. Ist diese die JCF-Ebene, so mass also J^t 
und Ä'; überall Null sein. 

Durch geometrischem Bestimmung der deformierten Mittellinie ist di0 
Formanderun« des Stabes noch nicht vollständig bestimmt. Das wÄre aber 
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Fig. 24. 



afr/s) 



z. B. dann der Fall, wenn noch vorgeschrieben würde, dass alle materiellen 
zar Achse normalen Querschnitte irn^ deformierten Stab Normalebenen zur 
gebogenen Mittellinie bleiben, dass sich ihre Form und Grösse nicht ändert, 
und dass sie sich nicht um ihren Schwerpunkt 
drehen. Man erhält von diesen Bedingungen, die 
wir die Bernoullische *) Hypothese (s. § 45) nennen 
Avollen, eine zutreffende Vorstellung, -wenn man die 
Stabachse als einen Draht, Fig. 24, auffasst, auf 
welchem Blechscheiben von der Gestalt der Normal- 
schnitte fest gelötet sind, die im fibrigen keine Verbindung unter einander 
haben, so dass sie einer Biegung des Drahtes zwanglos folgen können. 

Da in Wirklichkeit eine materielle Ver- 
bindung dieser Scheiben besteht, so muss, wenn 
wir dieselbe in unendlich viele federartig wirkende 
Stäbchen von der Länge d.9 und dem Quer- 
schnitt ^F zerlegt denken, jedes dieser Stäb- 
chen eine Längenänderung erfahren. Ausge- 
nommen hiervon sind nur diejenigen Stäbchen 
oder Faserelemente, die in einer durch den 
Schwerpunkt gehenden Normalen zur Biegungs- 
ebene, der neutralen Linie des Querschnitts, 
liegen. 

Indem wir zu den mechanischen Folge- 
rungen der Bernoulli sehen Hypothese über- 
gehen, sei schon hier bemerkt, dass dabei die 
Annahme über die ünveränderlichkeit der Querschnitte nicht streng fest- 
gehalten wird. 




..J.J.-- 



Fig. 25. 



Biegung ohne achsiale Belastung. 

Ist y/ der Abstand eines Faserelements d^^ von der neutralen Linie-), 
positiv auf der konvexen, negativ auf der konkaven Seite angenommen, 
A{As) seine Verlängerung (in Fig. 25 als kleine schwarze Fläche dar- 
gestellt), Q der Krümmungshalbmesser der Zentrallinie, so folgt aus ähn- 
lichen Dreiecken 



1) Jacob Bernoulli. V^ritable hypothose de la ri^sistance des solides. 
Memoire de l'acad^mie des sciences de Paris 1705 p. 230, oder: Opera T. II p. ri76. 

2) Abweichend von der Bedeutung in § 11. 



GO 
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oder, da 



(145) 



Sind die Spannungen 



(146) 



J(<to) 
ds 



£x^ 



fx = -• 

Q 



(Ty = <J» = 0, 



was dann der Fall sein kann, wenn in der Nähe des betrachteten SUb- 
elements keine Mantelkräfte wirken, so wird nach (110) 



iLBx = Öx n = Ox , 



m 



also nach (145) 

(147) 

und nach (131) 
Ci48) 



Q 



S = föxiüF^ -ffidF 



Da nach der Annahme (^ 46 die Stabachse durch den Schwcrpnnkt 
dos Querschnitts geht, so ist ffjdF das lineare oder statische Flächenma- 
ment des Querschnitts, bezogen auf eine durch den Schwerpunkt gehende 
Gerade, und als solches gleich Null. Sonach wird auch /S^ = (), d. k 
nach Gleichung (132), die auch hier gilt, muss sein 



(149) 



/jhiis + SKj, = 0, 



I 

damit, wie angenommen, die neutrale Linie des Querschnitts durch den . 
Schwerpunkt geht. Soll diese Voraussetzung tiberall zutreffen, so mnss j 
j)j = und Kx = sein, d. h. es dürfen keine nach X gerichteten 
Heiastungen (Zug- oder Druckkräfte) vorhanden sein. ; 

\ 



Gleichgewichtßbedingungen für reine Biegung. 

S 5->. Die hiernach allein übrig bleibenden Belastungen ])y und JTy müssen, 

damit sie mit den Spannkräften ins Gleichgewicht kommen, noch «wd 
Gleichungen crlüllen, erstens die Summengleichung der r-Koniponcnten 
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5Ö) fpi^s + 2!Ky- fr„jAF = , 

S 8 

reitens die Momentengleicbung 

51) fpy1ci\s + SKyk — fCxrii\F = . 

8 8 

m 

leichung (150) drückt aus, dass die Summe aller auf den rechts- 
hnittigen Stabteil wirkenden Komponenten nach V gleich Null ist, Glei- 
lung (151), dass die Summe der statischen Momente dieser Komponenten , 
'zogen auf die neutrale Linie des Querschnitts, Null ist. Dabei be- 
hütet k den Hebelarm einer Belastung py oder K^, in Bezug auf die neu- 
ale Linie, eine Grösse, die allgemein Kraft hebelarm der biegenden 
raft genannt werden möge, und welche durch den ktlrzesten Abstand 
vischen ihr und der neutralen Linie dargestellt wird, sonach mit der 
age einer Kraft gegenüber dem elastischen Stabelement gegeben ist. 

Das letzte Glied in Gleichung (151) drückt das Moment der Spann- 
raft aus. Wir nennen es Schnittmoment und verwenden gelegentlich 
ie Abkürzung 

152) /Or7ldF=Mr. 

•er Index ;?, der meist entbehrt werden kann, soll dabei andeuten, dass 
fx auf eine zu Z parallele Achse bezogen ist. 

Zu Gleichung (150) ist noch zu bemerken, dass, wenn Ox eine Haupt- 
Innung ist, rjry = 0, also auch /*Tj-ydJF= 0, sonach 

158) fpydS + SKy = 



t. In diesem Falle besteht die Belastung aus einem resultierenden Krüfte- 
lar. Eine solche Belastung ist also erforderlich um Ox = 0^ zu er- 
?ben. Diesen Fall bezeichnet man als reine Biegung. Ist Gleichung 
53) nicht erfüllt, so ist doch Zxy um so kleiner und daher Oj um so weniger 
m 0^ verschieden, je kleiner die Querschnittsordinaten des Stabes nach 
im Verhältnis zu den Krafthebelarmen Je sind. Wir werden bis auf 
eiteres öx als einzige Hauptspannung ansehen, eine vereinfachende An- 
ihrne, deren Berechtigung jedoch in jedem Sonderfalle zu prüfen ist. 
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§53. 



Die Beugung. 

Ersetzt maH in Gleichung (152) Ox durch den Ausdruck (147), so folgt 



(154) 

oder mit der Abkürzung 



- - f/ 



^ / V'AF, 



r' 



/t/HF = J 



(165) 

nach Gleichung (151) 

(156) M, =fp!,h\s + 2:Kyk 



EJ 
Q 



J ist das quadratische oder Trägheitsmoment des Querschnitts, 
bezogen auf die neutrale Linie, die zugleich Schwerpunktsachse ist. 

Bezeichnet noch d/9 den elementaren Biegungswinkel nach Fig. 25, so 
ist Qi\ß = (\s. Danach ergibt sicii zu (156) die Nebenform 



(157) 



1 
Q 



i]ß 



EJ 



ist die infolge der Biegung entstehende Querschnittsdrehung für die 

Längeneinheit, eine Grösse, die wir Beugung nennen und gelegentlich mit ■ 
B bezeichnen wollen. 

Die Gleidiung (157) beruht auf den in (145) und (146) ausgedrtlckten 
Voraus^etzuiifrcn, von denen die erste der Bernoullischen Hypothese ent- 
spricht, die zweite indirekt eine kleine Abweichung von derselben bedingt, 
da nach (lio) und (147) für ö,, = ö^ = 



(158) 



Sn =^ f , =-= 



Em 



1 71 

m Q 



folgt, also nicht f v = t\ =^ 0, was bei unveränderliclier Form und Grösse \ 
der Querschnitte der Fall sein niüsste. 

Die Gleichungen (158) stellen eine Bedingung dar, ohne welehe (145) j 
und (146) nicht gleichzeitig erfüllt werden können. Wäre z.B. der^Quö^ 
schnitt gellindert, sich zu verändern, etwa infolge Zusammenhanges iBit . 
einem anderen Körper, so erhielte man für t,, = f . = o aus Gleicha^g (7) ; 
t' = f; , also aus der ersten der Gleichungen (110) 
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wl59) ör = , ^ • , Ehs , 

' m-\-\ m — 2 

z. B. für w = 3,3, ör=l,36jE£., also fr = 0,74^ • 

Dieses Beispiel zeigt, wie sehr das Verhältnis zwischen Cr und Sx z. B. 
lurch plötzliche Querschnitt^änderungen beeinflusst wird, dass also ein 
Körper, bei welchem solche vorkommen, nicht mehr als Stabkftrper auff^e- 
"asst werden darf. 



Die grösste ' Biegungsspannung im Querschnitt. 

Nach (147) wird dem grössten tj (es heisse a) der grösste Wert von § 54. 
ix (er werde mit Cn bezeichnet) entsprechen. Für diese Grenzwerte er- 
gibt (147) 

nnd man erhalt aus (157) und (160) 5 Ausdrücke für die Beugung 

iXaW O 1 ^^ ^- 1 Ör _ 1 Oa 

tl61) ^--Q-Ä^ = EJ^ Elij- E a' 

sowie ferner die wichtige Gleichung 

(162) M, = '^ö. . 

ü 

In dieser Gleichung ist eine geometrische Funktion des Querschnitts, 
fQr welche die Bezeichnung 

- = TT = Widerstandsmoment M 

a ' 

in Gebrauch ist, bei deren Einführung man erhält 

(163) M, = Woa . 



Biegung des geraden Stabes von beliebigem Querschnitt 

in beliebiger Richtung. 

Gleichviel, ob die aus der Stabachse entstehende Kurve einfach oder {;; 55. 
doppelt gekrt^mmt ist, so kann jedenfalls ein Element <ler Kurve als 



1) „WideretandBquotient" würde vielleicht besser der Eigenart dieser Funk 
tioQ entsprecheD. 
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einfach gekrümmt aufgefasst werden, wobei die Schmiegungsebene ili 
Krümmungsebene zu gelten liat. Tn Fig. 26 sei ein solches Stabclement io 

der Lage dargestellt, dass die 
Hauptachsen des Querschnitts, 
die in der Figur zugleich Symme- 
trieachsen sind, senkrecht und vag- 
recht erscheinen. Wird nun eine 
Biegung in einer Eliene ang^ 
nommen, deren Normale OK mit 
der F-Achse den Winkel ß bil- 
det, so ist ON die Spannung»- 
lose oder neutrale Gerade d« 
Querschnitts, und unter der An- 
nahme (145) und (146) ist aorh 
hier nach Gleichung (147) 




Jf. 



J/ - 



Fig. 20. 



Q 



oiler, wenn ^ durch die Koordinaten für die Hauptachsen mittelst der Tran^ 
formationsgleic'hung 

(164) n = ^ ^«s/9 — y sin/9 

ausgedrückt wird, 



(165) 



E 

Oj- = — {z cos/9 — y siH/9) . 



Für den ganzen Querschnitt ergeben sich liiernach die auf die Hauptaehses 
bezogenen Schnittmomonte 

(166) Mj, =/orZi\F , —M^,=/axydF, 

die durch ein resultierendes Schnittmoment M um eine Achse OA ersetit 
werden können, mit welcliem sie in bekannter Weise durch die Gleichungen 

(167) 3/1/ = M cos a , Mx = M sin a 
zusammenhangen, unter a den Winkel YOA (s. Fig. 27) verstanden. 

Aus (165) (160) (167) folgt weiter 

M cos« = ^ {cosßfzHF — fiinßj yzdF) , 
M sin« = — ^ (cos/9///.-di?^ - sin/9/.y2dJP) 
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Kler, da ffSir die Haoptträgheitsachsen bekanntlich das Centrifügalmoment 

168) ist, und mit den Abkürzungen fzh\F = Jy, fy^dF = J^^ , 

E 
M cos« = — Jy cosi9, 
Q ^ ^ 

M sin« = — f/t sini9. 
Q 



:i69) 

femer: 

:i70) 



Aus diesen Gleichungen folgt weiter: 

tang« Jx 



tang/9 
'Jf\2/cos2a 



sin^« 



E 



T 2 • 7 2 



>der, nach (145) mit der Abkürzung 



(171) 

(172) 

s«wie nach (147) 

(173) 



l/cos^a 



8111% 



+ /.2 "- ^ ' 



^'~ o^ EH 



Ml 



N 



Aus Gleichung (169) ist ersichtlich, dass a und /9 im allgemeinen ver- 
schieden sind. Leicht zu übersehen ist der Zusammenhang in Fig. 27, in 
welcher OB = Jy, OC = Jx, ON die neutrale 
l^-inie ist, welche die Kreise mit OB und OC 
in D und E schneidet. Zieht man durch D 
^ine senkrechte, durch E eine wagerechte Ge- 
rade, so erhält man im Schnittpunkte A einen 
Punkt der Achse des resultierenden biegenden 
Moments, denn es ist 



OF=Jy cos/?, AF = Jx sin/9, 

j 
tangAOJP= -^ t44ng/9 = tang« . 




Fig. 27. 



»t a gegeben, so findet man analog einen Punkt der neutralen Linie und 



1) Die Bedingung ebener Krümmung i^t hiernach tang/? 
Brtaer, Festigkeitslehre. 



tanga = Konst 
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J^ 56. 



damit diese selbst nach Anleitung der Fig. 28, in welcher 

OK = Jx cosa , JK = Jy sina, also 

j 
t3LngJ0K= j tanga = Ung/? ist. 

Die Richtung der neutralen Linie liegt jwler 

zeit der Achse des kleinsten Trägheitsmomentes, 

ß hier tTx^ näher als die Achse des resultierenden 

biegenden Momentes. 
Fig. L>8. 

Denkt man sich bei ruhendem Querschnitt die 

Achse ()A gedreht, so beschreiben die Punkte A und J Ellipsen. 

Wird hingegen OA festgehalten und der Querschnitt gedreht, so i>^ 
schreibt J einen Kreis (vergl. § 20). 




Biegung des geraden Stabes in Verbindung mit 

achsialer Belastung. 

Mit den Bezeichnungen nach Fig. 29 ist im vorliegenden Falle für 
irgend einen Nonnalscbnitt 

(174) rar(\F = K, 

(175) fo,7^i\F=M, 

untci" .V da^ Moment Pli verstanden. 



K <r 



r^P 



/T 



/'..— :.i 



^K 



Fig. L»0. 



Erjribt sicli dnrcii K allein die ^leichniässige Dehnung Sq und durch 



.i/y 



M die Beugung // = ' , so ist für irgend einen Punkt des Querschnitts 

d.s" 



(17G^ 






wenn /y den Abstand von der durch den Schwerpunkt gehenden Parallelen 
zur nentralen Achse becbuitet, welehe (ieniden hier nicht zusammenfallen. 
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Da man mit derselben Berechtigung wie in den vorigen §§ öx = Esx 
n kann, so folgt aas (174) und (176), da /rjdF=0, 

_ K 

aus (175), je nachdem die Momentenebene eine Hauptebene ist oder 

^ß M ^ ^ß M 

1 = -tTt oder -^ = ^rrrr ' 

' i\s EJ As EH 

Setzt man die Werte aus (177) und (178) in (176) ein, so folgt 

KM , K , M 

) ^^ ^ y + j ^ ^^^ ^' "" y + jy ^ • 

Die absolut grösste, für // = a stattfindende, Spannung ist also 

e: , M , E ^ M^ 

I ^'* "^ 2?^ + J " ^^^^^ ^" === p + ff ' 

kbsolut kleinste, für — tj == a stattfindende, 

, KM., , K M , 

ö« = ^ — j a oder ö„ = i^^ — /7 ^' " 



Die elastische Energie des auf Zug und Biegung 

beanspruchten Stabes. 

Nach (119) ist die Dehnungsarbeit für ein Volumeleinont ^ Orf^xi\Fi\s, ^ 57. 

lach die im elastischen GUMchgowicht aufgesammelte elastische Energie 
Gleichung (179) und (180), unter Veriuichlilssigung der Schuhspannung, 






Ftkr einen prismatischen Stab (Fi^'. 29) von der Länge I erhalt man, 
tjdF als statisches Moment für die Schwerachse gleich Null ist und A' 
M konstant sind, mit der AbkOrzuncr /ly'^dFs^ J, 
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Wenn die Momentenachse mit einer Hauptachse des Querschnitte zo- 
sammenfüUt, so wird nach (171) H = Jj also 



r7 = 



2E\F ^ J ) 



Ist nur Zug oder nur Biegung vorhanden, so erhält man 



(185) für Zug 



(186) für Biegung 



f/ = 



U^- 



2E F' 

2E J ' 



Die Energie, welche durch das Zusammenwirken einer achsialen Einzel- 
kraft und eines biegenden Momentes dem Stab zugeführt wird, ist also 
gleich der Summnie der Energien, welche durch die beiden Wirkungen ftr 
sich hervorgebracht werden. 

Würden aber gleichzeitig zwei Achsialkrftfte K^ und K2 in Tätigkeit 

treten, so würde 



[T nicht fflcieh 



■iE F^ 2E F 



sondern 

(187) 



' iE F' 



und entsiiroclnMid wftrdo für zwei Momente mit. gleicher Achse 



(188) 



17.=-. 



{Mt + Af.;)'^ 1 



2E 



J 



Für ein Stabelement üs. in wch^lieni die Sclinittkraft S and das Schnitt- 
nitmient M herrscht, erhillt man 

d.s-/.S-^ JP, 



sonach für den ganzen Stab, wenn 8, 3/, F^ J sich von Punkt zu Punkt 
ändern , 
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89) 



U 



= 2i(/?^*+ ^^^' 



F 



ß 



e Integrationen über den ganzen Stab ausgedehnt. 



Die Biegungslinie oder elastische Linie. 

Aus üleichung (156) bezw. (172) 



190) 



1^ 
Q 






isst sich für die einfach gekrümmte Biegungslinie eine Näherungsgleichung 
1 rechtwinkligen Koordinaten ableiten. Wir entwickeln dieselbe für den 
'all jy = J (s. § 55) und Jf, = M, 

In Fig. 30 sei OX die Achse eines 
:eraden Stabes in unbelastetem Zustand, 
^n demselben werde in ein Koordi- 
latensystem befestigt, dessen X-Achse 
oit der Achse des unbelasteten Stabes 
usammenfällt, und welches zunächst als 
•uhend betrachtet werde. Tritt eine 
Biegung des Stabes ein, so entsteht aus 
ler Stabachse die Biegungslinie OS, 
ivelche die X-Achse in berührt, da, wie wir annehmen, das Koordi- 
mtensystem dem Stabelement in gegenüber vollkommen unbeweglich ist. 

Für irgend einen Punkt x, y ^) der Biegungslinie ist bekanntlich 




191) 



Q = 



ds_ 

dx2 



3 



dx 



^enu nun die Krümmung nur gering*-^) ist, so wird , = cos/9 (unter /9 



§ 58. 



1) y hat hier dieselbe Bedeutung wie // in § 11. 

2) Die genaue Ermittelung der Gleichung der ela»ti»cheu I^inie führt auf 
lipÜHche Integrale. Die erste Bearbeitung erfuhr dieses Problem durch Euler 
-Ü. Vergl. „Saalschütz: Der belastete Stab unter Einfluss einer seitlichen 
raft, auf Grundlage des strengen Ausdrucks für q (Teubner 18S0)" sowie 
LKriemler: Labile und stabile Gleichgewichtsfiguren vollkommen elastiHcher, 
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den im Sinne der Drehung von -\-X nach +Y positiven Neigungswinkel 
der Tangente oder der Normalen, den Biegnngswinkel, verstanden) voi 

die 

1 nur wenig verschieden sein. Setzt man aber in (191) 3- = 1, so wird 



(192) 



1 _d2y 



also nach Glcichuug (190), weuu M im Sinue vou ß positiv ist, 
^^^^^ (Txi - EJ 

Diese Gleichung ist iutegrierbar, wenn die rechte Seite nur FunktioDea 
von X und y enthält und zwar besonders einfach, wenn y nicht vorkommt. 

Durch die erste Integration erhält man bis auf eine lutegratioDS- 
konstante 

(194) f^^tmsß, 

und mit Rücksicht auf die Kleinheit von ß kann man meist zur Verein- 
fachung 

(195) g = ß 
setzen. 

Kinc zweite Integration liefert sodann, ebenfalls wieder bis auf eine 
Konstante , 

(1%) F(a;, y) = 0, 

(1. i. die Gleichung der Biogungslinie (auch elastische Linie g^ 
nannt). Zur Bestimmung der beiden Integrationskonstanten sind z^^* 
Gleichungen nötig, die sich aus der Anwendung der Gleichungen (195) und 
(190) auf Punkte der Biegungslinie ergeben, für welche ß oder y bekannt 
ist. Bei <ler angenommenen Lage des Koordinatensystems ist z. B. fl^ 
X = auch ß ^^ und y = 0. 



auf Biegung bcaDHpruchter Stube mit besonderer Berückgichtiguog der Knick- 
Vorgänge (Braun, Karlsrulio 19()2i". Für die Bcltenen Falle, in denen eine »ehr 
genHiie BcHtiuimung der elastiHc^hen Linie praktiHclie Wichtigkeit erlangt, dürfte 
das Verfahren Rchrittwciser Annäherung genügen, welches in den Aufgaben, 
Gruppe III, auRcinandergenetzt int. 
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Es sei z.B. als Momentenfunktion gegeben 3/ = dx ^) y unter a 
le Konstante verstanden, E und J konstant, so wird nacii (193) 

V a dy ^ ^^ i r ^ ^^ \ r \ n 

c' " EJ^' dx~ EJ2 '^^'' '^~ EJ 6 '^ ^'^ + ^2 > 

rner für x = 

/ = und Z/ = , also Ci = und C« = . 
dx c/ » 1 £ 

Wäre für dieselbe Momentenfunktion die Lage der Biegungslinie im 
öordinatensystem dadurch gegeben, dass sie mit unbekannter, bei der 
iegung veränderlicher Richtung durch zwei bestimmte Punkte hindurch 
tht, deren Koordinaten Xj , 7/j und X2, j/2 l>ekannt sind, so würden sich 
r diese Punkte aus (196) für ?/ die Gleichungen 

Vi = j^j ~ß~ + ^1^1 + ^2 y 

rgeben, aus denen sich C^ und Cj berechnen lassen. 

Wäre für einen Punkt mit der Abszisse x^ der Biegungswinkel /?, für 
ineu zweiten aber die Lage durch die Koordinaten ^2 , J/2 bekannt, so 
olgten die Konstanten aus den Gleichungen 

^^2 ^ WJ ~6~ + ^^^^ "*■ ^2 • 

Die Momentenfunktionen können bekannt oder unbekannt sein, 
>ud zwar betrachten wir sie auch dann als bekannt, wenn sie sich nach 
en allgemeinen Gleichungen der Mechanik ohne Rücksicht auf die Elasti- 
itüt berechnen lassen. Ersterenfalls nennt man die Aufgabe statiscli 
estimmt, letzterenfalls statisch unbestimmt (s. § 47). Eine statisch 
ibestimmte Aufgabe kann mit Hilfe der Biegungslinie gelöst werden, wenn 
►ensoviel Deformationsgleichungen aufgestellt werden können, als sta- 
iche Grössen unbekannt sind. Die Gleichungen zur Bestimmung der Inte- 
ationskonstanten müssen natürlich noch ausserdem vorhanden sein. 

1) Ob und in welcher Weise sich dieses Gesetz praktiscli verwirklichen 
ist, bleibt hierbei unerörtert. 
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Andere Ableitung der Biegongslinie. 

59. Die folgende Betrachtung möge zur Vervollständigung des EinbUcks in 

den Zusammenhang zwischen den biegenden Kräften und den Eigen- 
schaften der Biegungslinie so- 
wie als Vorbereitung für § 63 
dienen . 

In Fig. 31 sei OS die Bi^ 
gungslinie eines Stabes, dessen 
Elastizität sich auf das Element 
d^ beschränkt, und welcher nur 
in dem Element dq durch die 
Kraft dP = pdq belastet ist. 
Hiermit entsteht in dem elasti- 
schen Element nach (157) 
der Biegungswinkel 




¥\g, 31. 



d'^ß^ 



dM 
EJ 



ds 



JcdP 
EJ 



d.9 = 



kp 
EJ 



dqds , 



soiiiich für alle nichts von ds licgendon Punkte, z. B. für den Punkt 
E mit der Abszisse x eine ebenso fjrosse Neigung der Stabachse und eine 
S(uikunfr 

unter w den Abstand der (senkrechten) Verschiebungslinie des Punktes E 
von dem ehistischen Element verstanden, eine Grösse, die wir Wirkungs- 
arm nennen wollen. 

Die elastisciien Wirkungen d'^ß und d'-^/y stellenden Eiufluss des be- 
lasteten Elements dq und des elastischen Elements d^ auf den Punkt 
E dar. Es sind unendlich kleine Grössen zweiter Ordnung. 

Hei einem überall belasteti^i i>rismatischen Stab ist ftkr ein elastisches 
Element mit der Abszisse ,9 das Gesamtmoment 



3/= Ikpdq, 



q = s 



also der Gesamteinfluss von d.v auf E: 
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q = l 



^ß=^j^ hpdq, 



q = a 
q = l 



^^ = Sr/*^^^- 



q = 8 



Nach Fig. 31 ist k = q — s, tv = x — s. Ist ferner p = F{q) 
gegeben, so erhält man dß und dy als Funktionen von s. Integriert man 
diese von 5 = bis s = x, so ergeben sich die elastischen Wir- 
kungen ß und j/, welche durch den ganzen Stab hervorgebracht werden, zu 

g=zx q = l 8 = x q = l 

(IW) ß = --jJAsjkpAq = -^JAsJ{q - s)pdq , 

8 = q = 8 8 = q = 8 

8=X q=l 8=X q=l 

(198) y = -^-j j wdsj hpdq= ^j j {x — s)dsj {q — s)pdq , 

8=0 q=8 8=0 q=s 

Für eine konzentrierte Belastung ist, wenn h deren Entfernung von 
ist, k = b — 5, also das biegende Moment in d^ 

M==K{b-'S), 
demnach 



8 = .r 



(199) ß=-^jj{h-sy\s, 

8 = 



8 = X 



(200) y = .^-J{x-s) (b - s) As . 

8 = 



Die einfachsten Fälle der Biegung des einseitig fixierten 

prismatischen Stabes. 

Das biegende Moment in d^ für eine verteilte Belastung und eine § 60. 
tonzentrierte Kraft ist 

q-^l 



M= f(q — s)pdq+K{h — s). 



q-8 
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Um den fQr die Beurteilung der Festigkeitsgefahr wichtigen Maiimal- 

dM 

wert von M zu finden, hat man im allgemeinen -,— = zu biMen 

Ergibt diese Gleichung einen Wert für s zwischen und /, für welcbei 

, ., negativ ist, so ist daselbst M ein Maximum. Andernfalls kauu n\ 

solches nur im Befestigungsquerschnitt des Stabes, d. h. bei s = vor 
kommen. 

Die in Fig. 30 angenommene Beziehung des Stabes auf ein feste 
Koordinatensystem wird näherungsweise durch Festklemmen oder Einspannei 
in einen Schraubstock oder durch Einmauern verwirklicht. Eine solch 
Befestigung ist in den Figuren 31 bis 35 angedeutet, doch soll hiermi 
lediglich ausgedrückt werden, dass auf den links von liegenden Teil de 
Stabes die zur Herstellung des Gleichgewichtes erforderlichen Kräfte wirken 
die wir, ohne näher auf ihre Lage und Grösse einzugehen, als Befesti 
gungskräfte bezeichnen. Auch auf den Deformations- und Spannungszu 
stand des links von liegenden Stabteiles sollen sich die folgenden Anv 
führuiigen nicht erstrecken. Die Entwickelung der tabellarisch zusammen- 
gestellten Gleichungen kann sowohl nach § 58 wie nach § 59 erfolgen. 

M ist das Moment in einem elastischen Element x = s^ 

ß un<l 1/ sind die elastischen Wirkungen in einem Punkte x der Bu'- 
gungslinie, bezogen auf das Koordinatensystem XY^ 

(3 ist die grösste Spannung im Stab, <l. h. Ca ftlr das grösste Mo 
nicnt nach (163). 



Fig. :rj. 
Kriif'tejKiar .1/'. 



z?- 



/ 



i 

J 



JC' 



3--r 



M = M' . 



© = 



ir 



.»• <r I) 



Cittl ' .'• • - /' 



.;• "^ • /) 



,i = 



ii-^ 



,i- 



M' 
K.f 

^r 

EJ 
M' 

l'JJ 



.»• 



h 



'J = 



!/ = 



y-= 



M' x^ 
EJ •> 

M' h-^ 
EJ 2 

EJ '- ■> + ''•'■ ' 



Die Festigkeit gerader stabförmiger Körper bei einachsigem Spannuagszustand. 75 



Fig. 33. 

Konzentrierte 
kraft K. 



■^.A 



tr 



3-A' 



M=K{b — s) 
Kl) 



© = 



W 



X<by, ß = 



;202) x = b ß = 

I 

x>b^ ß = 



EJ (^^' - 


a;2 
2 


K 62 




EJ 2 




K 62 




EJ 2 





y = 



y 



X 



K fbx^ 

EJ\'2 6 

K 6» 
EJ 3 

ä: /62a; _ 6» 

6 



'^~ EJ[ 2 



Fig. 34. 

(ileichförmig verteilte 
'"Kirairt O. 



1 



ir 



x>6, ^ = 
(203) x = b\ ß = 



x<6 



i9 



O (bx 

EJ\2 

G 62 
EJ 6 

G 62 
JK J 6 



jj2 ~3 
2' "^ "''" 



66. 



3--r 



il/ = 



@ = 



^(,-^+: 



* 



•i- 



26 



06 

2H^ 



2/ = 



y = 



y 



G /6a;2 


a;* 
'6 


ö 6» 




^J" 8 




G /62a; 


63 


:bjv 6 


24 



x 



2"4 6. 



Fig. 35. 
Dreiecksbelastung 




x<6 



(2W) x=6 



a;>6 



/? = tr 



iJ = 



/? = 



.D /26^ 
EJ\Z 
D 62 

]e;'j 4~ 

D 62 
EJ 4 



a;2 . a;* 



^^^ = <?-+3P 



® = . 



2 Db 

3 IF 



2 +1262J y^ 



D fbx^ 
EJ\ 3 " 

D n6' 

D /62,x 
y=M--4 - 



o;^ 



6 ^t)062/' 



// 



63 
15 
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Mehrfache Biegungsbelastung prismatischer Stäbe. 

S 61. bestellt die Belastunjx aus den Kräftepaaren Jtfj, M2 . . • den konzen- 

trierten Kräften X, , Ä'2 . . . , den gleichförmig verteilten Kräften Gj, 
(7.2 . . . , und den Dreieckslasten Dj , 1)2 ... , so kann fftr jeden dieser Be 
lastungsteile, gleichviel ob er bestimmt oder unbestimmt ist, der Einfluss 
auf ß und y ftlr irgend einen Punkt E mit der Abszisse x nach (201) 
l)is (204) berechnet werden. Bezeichnet man die algebraische Summe der 
Teilwerte für ß und // mit JSß und Sij , so sind die Gesamtwirkungen in E 

(205) ße = 2;ß, ye^Sy- 

Ist ße oder //^ bekannt, so können die Gleichungen (205) dazu dieueo, 
}{'• eine unbekannte Belastungsgrösse zu berechnen. Wäre z. B. der Punkt 
E durch (»ine feste Stütze gehindert sich zu senken, so ist y^ = 0. Wäre 
(lor Stab in E nicht nur gestützt, sondern gehindert sich zu drehen, so \ 
wäre ßc = 0. Die beiden damit aus (205) entstehenden Gleichnngeo 
^ßz={)^ 2Ly = {) würden dazu dienen können, die Stützreaktion Ke und 
das Koaktionsmoment }fe zu tinden, falls dies die einzigen unbekannten 
statischen (irössen sind. Sind mehr als zwei Belastungsgrössen unbekannt, 
so müssen auch oiitsj>r(Jciiend mehr geometrische Grössen ß oder ;/ bekannt 
sein, um dl«' .statische Unbestimmtheit zu beseitigen. 

l>ei der Aufstellung' der Gleichungen ist zu beachten, dass die Glei- 
chuii^'en (l''>o) und (K'^O *^"**^* ^*^^ <**''' ganzen Stab gelten, d.h. für einen 
Schnitt in der freien Kndtläche. Da hier Tj-,/ = und öx = ist, so folpt 







Das zweite Glied der Gleiciiung ^^200) kann auch unbekannte Kräfte 
J{eaktionen\ das zweite (ilied der (Jleichung (207) auch unbekannte Mo- 
mente enthalten. Sind überhaupt nur 2 statische Grössen nicht unmittelbar 
j,'egeben, so können diese au^ (206) und (2<»7) berechnet werden. Das ist 
z. H. der Fall, wenn ein Stab auf zwei Stützen ruht, und bis auf deren 
KeakticMien aUe Kräfte bekannt siml. oiler, wenn er in einem Punkte fe>t- 
izi'klemmt i>t. woselbst eine unbekannte Heaktionskraft und ein unbekanntes 
iieaktioiismcmient wirken. 
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Wenn diese beiden Gleichungen der allgemeinen Mechanik zur Be- 
chnung der unbekannten Reaktionen genügen, so pflegt man (s. § 58) <lie 
afgabe nicht „statisch unbestimmt" zu nennen. Erst wenn mehr als 2 Re- 
itionen vorhanden sind, müssen Deformationsgleichungen zu Hilfe go- 
»mmen werden. Die Zahl dieser Gleichungen bestimmt den Grad der 
»tischen Unbestimmtheit. Ein auf drei Stützen ruhender Stab ist daher 
nfach statisch unbestimmt, ebenso ein an einem Ende festgeklemmter und 
einem zweiten Punkte unterstützter Stab. Ein an beiden Enden fest- 
iklemmter Stab ist hingegen zweifach statisch unbestimmt. 

Ruht ein Stab auf n, ihrer Lage nach bekannten, Punkten, so ist er 
( — 2) fach statisch unbestimmt. Da man 2 Punkte der elastischen liinie 
!nnen muss, um die Integrationskonstanten zu berechnen (s. § 58), so 
Tbleiben n — 2 Stützpunkte zur Aufstellung der nötigen Deforniations- 
leichungen. Mit (206) und (207) hat man also it Gleichungen für n 
eaktionen . 

Sind die Kräfte symmetrisch gruppiert, so empfiehlt es sich, den Ko- 
nlinatenanfang in die Symmetrieachse zu legen, da hier ß=0 bleibt. 
Lndernfalls legt man am besten an einen Endpunkt und führt den Winkel, 
im welchen sich das Koordinatensystem dreht, als Unbekannte ein. 

Das hiermit in seinen Grundzügen geschilderte Verfahren lässt sich 
luch auf solche Fälle ausdehnen, in denen verteilte Belastungen vorkommen, 
lie einem beliebigen Gesetz folgen, kann man doch jede Belastungskurve 
ü=F(g) in kleine Trapeze und diese wieder in Dreiecke und Rechtecke 
Mrlegen. Für solche Fälle wird jedoch das Verfahren umständlich, und 
?s empfiehlt sich dann mehr das graphische Verfahren . 



Graphische Ermittelung der Biegungslinie. 

Ist in Fig. 36 die Kurve p = ^ (q) gegeben, so kann die Summe § 62. 
iller rechts von dem elastischen Element d*' liegenden Kräfte 

q = l 



208) T= fpdq 



q = s 



h Ordinate der Integralkurve ^) zu jener dargestellt werden. 

Hat der Stab, wie hier angenommen werde, ein freies Ende, so be- 



1) Das Verfahren zur Konstruktion der Integralkurve, welches hier als be- 
LDDt voraasgesetzt wird, ist in Fig. 3G angedeutet. 



78 



IV. Abschnitt 



ginnt man den Zug der Integralkurve am besten an diesem Ende, indem 
man die mit (208) identische Form 

T=Jp{-dq) 



Fig. 36. 




Fig. 37. 



Fig. 38. 



Fijr. 31). 



PV U). 



1 


f H 

i 


^ 






1 


j 



s 



-■-H 





_ - ^ ~ 



ZU Grunde legt. 

Um eine Beziehung zwischen T und 
il/ herzuleiten, sei If das Moment, welches 
in der Schnittflftche zur Abszisse ^ wirkt, 
und welches das in Fig. 41 dargestellte 
elastische Element d^ rechts zu drehen 
sucht. Ihm entgegen wirkt in der 
Fläche zur Abszisse ^ -f* ^^ ^^^ Moment 

3/+ ^ d5. Wfthlt man die neutrale 

Linie des rechten Querschnitts als Achse 
fflr eine Momentengleichung, so wirkt T 




P^ig. 41. 



d.v 



an» n<'lH'larin d.v und /;d.v am IIohHarm ' . Man erhalt also 

^'-^^1 7'.. ,"'•"■' o 

— , li.v — 1 As ■ ■ it . = "■ " 

.V "i 

(iilrr. da <lii< It'lzfp Glif'il iiifilt'i'i'r (Irös-soiiordiiuiif; ist. 



(20« 



0.1/ 

3*- 



-^ - T . 



:i>i 



s .- » 

fn—iiss. 



8 - I 



Hiernach kann 3/ aN Ordinate dor zweiten, d. h. von Fi». 37 abge- 
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eiteten Integralkurve Fig. 38 konstruiert worden, beginnend im End- 
»unkt Ton l. 

Unter dem Einfluss des Schnittmomentes vollzieht sich in jedem elasti- 
schen Element d^ eine unendlich kleine Wendung. Diese ist nach (161) 

d/9=^j.d^- . 

md wird von jedem rechts von d*' liegenden Punkte des Stabes mitge- 
nacht. Ist daher x die Abszisse eines solchen Wirkungspunktes, so ist 
"tlr ihn die Wendung im Ganzen 



:4io) ß^f 



a = r 

M . 



«der, wenn EJ konstant ist (prismatischer Stab), 

st — X 
8 — {) 



ft 

m ß = 2J. 



ihj = ßdx, 



X = X 



Man findet hiernach ß als dritte Integralkurvo Fig. 39, Avelche im Ko- 
onlinatenanfang beginnt. 

Nach (195) ist ferner 

mithin 

Cil2) //= fßilx. 

Man findet also y als Ordinate der vierten Integralkurve Fig. 40, welche 
im Koordinatenanfang zu beginnen ist. 

Der Massstab für die Ordinaten dieser vier Integralkurven ist, wie 
derjenige der Belastungskurve, beliebig und kann mit Rücksicht auf zeichne- 
rische Bequemlichkeit gewählt werden. Hierdurch wird es möglich, die 
Biegungslinie mit 10- oder 100 fach vergrösserten Ordinaten zur Darstellung 
2u bringen, wodurch ihre Form trotz der in Wirklichkeit meist sehr ge- 
lingen Abweichung von der Geraden deutlich hervortritt. 

Die Kurven für T und M sind aus der graphischen Statik bekannt und 
werden dort gewöhnlich als Kurve der Scherkraft und als Seili)olygon 
bezeichnet. Kommen ausser der verteilten Belastung konzentrierte Kräfte 
vor, so kann man sie durch eine auf kurze Strecke verteilte Belastung er- 
setzen, was übrigens auch der Wirklichkeit entspricht. Eine konzentrierte 
I^st erscheint dann in der T- Kurve als schmales Rechteck, wälirend sie 
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bei strenger Festhaltung des Begriffes zu einer unendlich langen Linie zu- 
sammenschrumpfen würde. 

Da für konzentrierte Kräfte die Rechnung der Spannungen und D^ 
formationen einfach ist, so kann man übrigens für diese das Rechnangs- 
verfahren beibehalten und die durch sie bewirkten Einflüsse zu den gra- 
phisch gefundenen addieren. 

In gleicher Weise würde mit unbestimmten Kräften zu verfahren seio. 
Nur würde man sie als Unbekannte einführen, um sie eventuell aus geo- 
metrischen Bedingungen zu berechnen. 

Ein halb graphisches, halb rechnerisches Näherungsverfahren zur lA- 
sung hierher gehöriger Aufgaben wird, da es eine allgemeinere Anwend- 
barkeit besitzt, bei der Biegung krummer Stäbe zur Sprache kommen. 

Ist der Stab nicht prismatisch, so ist ,T eine Funktion von s. Dieser 
Umstund kann in der Weise berücksichtigt werden, dass in Fig. 38 ausw 

M noch dio Grösse , als Ordinate aufgetragen wird. 



V. Abschnitt • 

Die Biegongsfestigkeit krummer Stäbe 



Bbene Biegung eines ein£etch gekrümmten dünnen Stabes. 

Wirkung eines elastischen Elements. 

In Fig. 42 sei die Kurve FP die Zentrallinie eines einfach ge- 
Ommten elastischen Stabes von symmetrischem Querschnitt. Die Rieh- 
ng, welche durch die Reihenfolge der Punkte F und F im Sinne einer 
dwegnng längs der Kurve gekennzeichnet wird, heisse die Laufrichtung 
T Kurve. 




SÖ3. 



Fijr. 42. 



Nach dieser (zunächst willkürliclieii) Annuhnie köniRMi die tür einen 
lasslauf gebräuchlichen Begriifo ,,ohen, untoii, rechts, links** in doin in 
?r Geographie Qblichen Sinne für den Kurvenlauf verwandt werden. 

Wendet sich die Kurve beim Vorwärtsschreiten in da^ rechte Feld der 
^rausgehenden Tangente, so werde sie als rechts wendig', im entiretren- 
esetzten Falle als links wendig !>ezeichnet. Bei einer recht Nwendijzen 
^anre liegt der Krümmungsmittelpunkt rechts, bei einer linkswendigen 

BfAaer, Fwtigli«Utlehre. 
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links. Der Erttmmangsradius gelte im rechten Felde als positiv, im linken 
als negativ. 

Wird ferner ein Kurvenelement d^ in der Laufrichtung positiv gezählt, 
und bezeichnet da den zugehörigen Eontingenzwinkel, d. h. auch den Wiakel 
zwischen den Grenznormalen von d^, so ist, wenn die bekannte GleichnnK 

(213) ds = Qda 

gelten soll, der positive Sinn von da in Übereinstimmung mit q zu nehmen. 

Hiernach wird die Krümmung der Kurve — = positiv, wenn diese rechts- 

ds Q 

wendig, negativ, wenn sie linkswendig ist. Bezieht man eine solche Kurve 
auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem in ihrer Ebene, so wfltrde fftr 
eine starre Kurve die Festlegung zweier Punkte genügen, um sie relativ 
unbeweglich zu machen. Diese Punkte können auch unendlich nahe be- 
nachbart sein, oder mit andern Worten, es kann für ein Element der Kurve 
Lage und Richtung gegeben sein. Ein solcher Doppelpunkt heisse Fixpunkt 
der Kurve im Koordinatensystem. Für die Lage des Koordinatensystems 
werde hier noch anfrenommon, dass der Winkel, welchen der Halbstrahl +X 
beschreibt, um mit -\- Y in Deckung zu kommen, von -{- Z aus gesehen, 
ein rechtswendiger sei. 

Unter Bezugnahme auf diese Voraussetzungen und Vereinbarungen sei 
F der Fixpunkt der Kurve FF im Koordinatensystem. Da die Kurve aber 
die Zentrallinie eines elastischen Stabes ist, so ist hierdurch die gegen- 
seitige Unbeweglichkeit nur für das Element in F gesichert, während alle 
andern Punkte sich mehr oder weniger aus ihrer spannungslosen* Lage ent- 
fernen können. Um die iiierbei stattfindenden Gesetze zu erkennen, denken 
wir uns den Stab wie bei Fijx. 81 aus einer stetigen Reihe elastischer 
Kiemente bestehend und untersuchen den bewegenden Einfluss oder die 
Wirkung der Bie^xung eines dieser Elemente ds (in Fig. 42 als Wellen- 
linie gezeiehnet) auf irgend einen andern Punkt P der Zentrallinie, indem 
wir zunächst aUe andern Elemente als starr betrachten. Das Element zer- 
b'gt den Stab in einen oberen Teil und einen unteren Teil, und man er- 
kennt, dass d.v auf die Punkte des Oberteils k<Mne Wirkung hat. Die |Unl)e- 
weglichkeit erstreckt sich auch noch auf den Querschnitt Jö, welcher dieGrenze 
zwischen dem Oberteil nnd «iem Element ds biblet, demnach auch auf 
die in der Krüinniungs(»bene liegende Hauptnormale. Stellt z. B. BD da<* 
Element ds «lar, so würde, wenn JAo der Krümmungsmittelpunkt vor der 
elastischen Biegung ist, //J/q iu Buhe Ideiben, während der durch D 
gehende Krümmungsradius durch die Biegung eine kleine Wendung erleidet. 
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prelche den Erümmungsmittelpunkt von Mq nach Mi rückt. Die Grösse 
lieser Wendung lässt sich offenbar durch den Unterschied der Zentriwinkel 

d 5 d 6* 

1BM,D — BMnD oder — — ausdrücken. Nennen wir wie früher 
* Qi Qo 

liesen elementaren Biegungswinkel d/9, so ist also 

d|9=f-^ — -)d5, 

auid der spezifische, d. h. auf die Längeneinheit der Zentrallinie bezogene 
Biegnngswinkel ist die Beugung (s. § 53) 

314) 5 = ^^=1- ^ 

eine die geometrische Natur des Biegungszustandes in d5 ausdrückende 
Grösse. Der Biegungswinkel des Querschnitts in D 

dß=Bds 

ist offenbar gleichzeitig der Winkel, um welchen sich der unterhalb d.9 
liegende Stabteil infolge der Biegung dieses Elements dreht. In Anbe- 
tracht, dass d^ jeder endlichen Länge gegenüber vernachlässigt werden 
darf, besteht also die elastische Wirkung von d6' in einer Drehung des 
unteren Stabteiles um einen Punkt, als welcher beim Ersatz von ds durch 
eine kleine endliche Strecke der Mittelpunkt C von d^ angenommen werden 
kann. Hierdurch erhält jeder dem unteren Stabteil angehörige Punkt P 
eine lineare Bewegung rf, welche dem Abstand PC proportional ist und, 
mit der Abkürzung PC = r, 

(215) d=^rdß = rBd6' 

gesetzt werden kann. 



Wirkung des ganzen Stabes. 

In derselben Weise wie das eine Element d^^ wirken auf den Punkt g G4. 

P sämtliche oberhalb von ihm gelegene Elemente. Würden diosolben nicht 

gleichzeitig, sondern nach einander zur Wirkung gelangen, so beschriebe 

der Punkt P einen aus unendlich vielen ö zusammengesetzten Weg von 

endlicher Grösse. Während dieser Weg von der Koihent'olgo abhängig ist, 

in welcher die Stabelemente zur elastischen Wirkung gelangen, ist be- 

6* 
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kannüich der Abstand der Endpunkte von A als geometrische Summe ntck 
Grösse und Richtung hiervon unabhängig. 

Hatten samtliche 6 gleiche Richtung, so wäre der Weg des PunktH 
P eine Gerade, die geometrische Summe aber eine algebraische. Letztem 
gilt aber auch ftlr die nach bestimmter Richtung genommenen EomponeDtti 
der d, fttr deren Grösse ein leicht zu übersehender Ausdruck angegdM 
werden kann. Wäre z. B. der Strahl V Fig. 42 als Vektor im Sinne ds 
Pfeiles eine solche Eoraponentenrichtung und P ein in dem Vektor liegen- 
der Punkt der elastischen Linie, so hat der Biegungsweg 6 in Richtung 7 
die Komponente 6 sin(Fr) oder, nach (215), r 8in(Fr)5d5. Da aber r8in{Ff) 
(las von C auf V gefällte Lot w ist, so erhält man für die Komponente 
di; des Weges rf den Ausdruck 

und für den ganzen Weg t;, wenn s eine vom Fixpunkt an gerechnete 
Bogenlänge, Sp die Bogenlänge FP bedeutet 



(216) V = Ti 



wBds . 

8 = 



w werde, wie in § 59, bezeichnet als Wirkungsarm eines elasti- 
schen Elements, bezogen auf den Vektor F. Derselbe ist unter den 
gemachten Annahmen ])ositiv, wenn das elastische Element beim Blick in 
«ler Richtung dos Vektors reclits von V liegt, im andern Falle negativ. 



Der Wechselfaktor. 

jii 65. Die Beugung B ist abhängig, wie I^ereits vom geraden Stab bekannt, 

von dem Schnittmoment J/, welches in dem Element dir herrscht, von 
der Gestalt und Grösse des Querschnittes daselbst und von dem Material 
Für einen zur Biejzungscbene symmetrischen Querschnitt hatte sich beim 
geraden Stab aus der Hypothese \on Hooke und von Bernoulli ergeben 
i^s. Gleichun«; (IUI)) 

(217) ^ = if/ ' 

i'lne Beziehung, welciie nicht ohne weiteres auf den gebogenen Stab an- 
^'ewandt werden daif, welciie sich aber (vergl. § 117) als um so weniger 
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Bgenaa erweist, je grösser der Erümmangsradias Qq im Vergleich mit den 
a der Biegangsebene liegenden Qaerschnittsdimensionen ist. Für schwach 
ekrftmmte, dünne Stäbe, am es kurz auszudrücken, darf daher Gleichung 
217) angewandt werden^). 

Ist sodann weiter M durch eine in Q^ Fig. 42 angreifende Einzelkraft 
K im Abstand Je von dem Element d^ hervorgerufen, so ist (vergl. § 52) 
: der Erafthebelarm der biegenden Kraft und 

818) M=Kk 

las Schnittmoment, welches rechtsdrehend als positiv gilt. Der Kraftarm 
; ist daher positiv zu rechnen, wenn er für den Blick im Sinne des Kraft- 
cktors rechts von diesem liegt. 

Unter Zusammenfassung der Gleichungen (214), (217), (218), erhält man 
Hr den Biegungswinkel in P 

S ^=^ 8p , 8q 

» = 

and ferner folgt aus den Gleichungen (216), (217), (218) 

K rkw . 



880) v = §f 



J 

8 = 

Bierbei ist zu bemerken, dass sich die Integration nur über die elastisch 
Wirksame Stablänge, d. h. nur auf diejenigen Stabelemente erstreckt, 
Welche sowohl oberhalb des Angriflfspunktcs der Kraft wie oberhalb des 
•nf seine elastische Wirkung untersuchten Punktes P liegen. Als obere 
tntegrationsgrenze ist also die kürzere der beiden Längen vom Koordi- 
Qttenanfang bis zum Angriffspunkte oder bis zum Wirkungspunkt 
eiDzuflÜiren, was in (219) und (220) mit s == Sp^ Sq angedeutet sein soll. Das 
Integral in (220) stellt eine geometrische Beziehung zwischen dem Stab und 
den Strahlen V und K dar, welche in Bezug auf beide durchaus symmetrisch 
Ist. Hierdurch wird die später benutzte Benennung dieses Integrals als 



1) Durch Anwendung der La mischen Gleichungen (99) auf den gekrümmten 
ätab lisst sich zeigen, dass nur an der freien Oberfläche einachsige Spannung 
tettfinden kann, während innen zweiachsige Spannung herrscht. Die quer zur 
Mbadve gerichtete sweite Hauptspannung kann jedoch bei dünnen Stäben 
mmuMimagt werden. 



I 
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Wechselfaktor (Bezeichnung SB) begründet, aaf die einstweilen hingcwiescB 
werde (s. § 69). Mit dieser Abkürzung schreibt sich Gleichung (220) 

(221) ^ = 5®- 



Wirkung mehrerer biegenden Kräfte auf einen Punkt. 

§ 66. Sind mehrere Kräfte Jf j , JCj unterhalb des Koordinatenan- 

fangos wirksam, so summieren sich deren Wirkungen in P nach T, nnd 
man erhält für die Verschiebungskomponente nach V aus (221) 

(222) v = ^(k,^, + K^fS^ + . . . 

Wendet man diese Gleichung auf zwei rechtwinklige Achsrichtungen X um 
F auy so wird einmal i'> = Vx. das anderemal v = Vy. Aus beiden be 
rechnet sich dann die Gesamtwirkung 

Abg(»sehen von eini^^en einfachen Fällen, insbesondere solchen Fornif 
der Zentrallinie, die sich aus geradlinigen oder kreisförmigen Teilen zi 
saminensetzen, ist die geschlossene Integration der Gleichungen (219) ui 
(220) sehr schwierig. Umso leichter ist jedoch eine halbgraphische Niili 
rung, bei welcher für eint^ Kraft K folgendermassen zu verfahren ist: 

Man zerlegt die als obere Integrationsgrenze in Betracht kommen» 
Stablänge Sj, oder Sq in eine je nach dem Genauigkeitsbedürfnis kleinere od 
grössere Zahl gleicher Teile /i.s-, bezeichnet «lie auf die Mittelpunkte dieser Tei 
bezogenen /•, fr und J der Reihe nach mit /:, , A'.j, ^ ... , W'j , w^, tv^ •• 
,7j , J.^, J\^ . . . und führt ihre aus einer Zeichnung zn entnehmende 
Zahlenwerte in die sich aus Gleichung (21 1^) und (220) ergebenden Näli 
riingsgleichungen 

(224) "=^C''r r'';^+''^'+--)^^ 

i'in, welche svmboli«sch in der Form 



Die Biegungsfestigkeit krummer Stabe. 87 

26) « = -^2/j-^* 

^schrieben werden können. 

Sind mehrere Kräfte vorhanden, so sind die von jeder einzeln hervor- 
erufenen Wirkungen ß und v zu summieren. 



Wirkung in einigen Sonderfällen. 

Ist die Biegung nicht durch eine Einzelkraft, sondern durch ein im § 67. 
^unkte P angreifendes Kräftepaar vom Moment M' veranlasst, 'so ist das 
u allen Querschnitten oberhalb P herrschende Moment konstant. Man 
rhält daher, indem man in (225) und (226) Kk durch M' ersetzt 

Für einen Stab von überall gleichem Querschnitt wird J konstant, 
irf also vor das / oder S gesetzt werden. 

Ist der Angriffspunkt zugleich der untersuchte Punkt, so wird, wenn 
isserdem noch die Vektoren V und K gleiche Richtungen haben, tv = k. 

Unter diesen beiden Voraussetzungen wird aus Gleichung (220) 



39) v = ^jfk 



s — Sp, Sq 



•2d5 . 



as Integral ist also hier das Trägheitsmoment des wirksamen Teiles der 
abmittellinie bezogen auf den Doppelstrahl K, V. 

Bilden hingegen, unter übrigens gleichen Voraussetzungen, die Vektoren 
und V einen rechten Winkel, so wird das Integral zu einem Zentri- 
gal- oder Deviationsmoment. 

Wenn J konstant ist, erhält man für ß die einfachen Ausdrücke 



s — Sp . Sq 



30) ß = ^jfkAs, 



8=0 



31) ß = ^js . 
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Bei einer Einzelkraft kommt also hier das statische Moment der 
wirksamen Stabmittellinie bezogen auf den Kraftvektor, bei einem Moment 
lediglich die Stab länge in Betracht. In dem letzten Falle verhält sich ein 
beliebig gekrümmter Stab nicht anders als ein gerader von gleichem Qne^ 
schnitt und gleicher Länge. 



Wirkung stetig verteilter Kräfte. 






§ 68. Um das hier geschilderte Verfahren auch auf stetig verteilte Krftfte 1 

i 

anwenden zu können, zerlegt man die stetig belasteten Teile der Zentnl- 
linie in endliche Elemente {Jq)i^ {^0)2 ^' ^' ^' i^- § ^^)» ^^^ ^* 
V\{'^Q)\ = ^i ? P2i^Q)2 = ^2 "• s. w., unter JEj, K2 u. s. w. Kräfte 
vorstanden, welche die Richtung von jPi, i?2 • • • haben und in den Mittel- 
punkten der endlichen Elemente angreifen. 

Lüsst sich p durch ein algebraisches Gesetz als Funktion der Koordi- 
naten der Zontralliiiie ausdrtlcken, so ergibt sich für ein belastetes E^ 
inont i\q die unendlich kloine Kraft dK = pdq, welche auf jedes oberhalb 
liogoiuh» olastischo Element ds mit dem Kraftmoment 

dM= kdK= kpdq 

wirkt, woiuich sich das Gesamtmomont für das elastische Element zu 

(232) M = / kpdq 

q = 8 

orßiht, unter / die panzo Lance der Zontrallinie verstanden, das Integral 
ftber sftmtliche unterhalb dos elastischen Elements liegende belastete Ele- 
ni(»nte aus^rodehnt. Für die Beugung erhftlt man nach Gleichung (217) und 
unter den frtlhoron Annahmen 

(233) B = ^Jjcpdq 

i\U Funktion der Lage des elastischen Elements, deren Einfluss in der 
unt<Tn Inte^rations^renze zur Geltung kommt. 

Ilipmiit ergibt sicli aus Gleichung (216) die Verschiebungskompo- 
nente, also 



(234) '• — /j;.-;-/"^''"'/ *^''^ • 



«0 q — * 
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robei die Integration nach s auf sämtliche oberhalb P liegende elastische 
Elemente auszudehnen ist. 



Die Maxwellsche Vertauschung. 

Aus der Form der Gleichung (220) ergibt sich noch ein sehr wichtiges § CO. 
Besoltat. Offenbar haben k und w auf den Integralwert ganz gleichen 
Einflass. Daher wird sich, insbesondere im Hinblick auf die in § 65 für 
iie Integrationsgrenzen angegebene Regel, an dem Integral wert nichts 
Indern, wenn die Vektoren K und V vertauscht werden, wodurch die 
Kraftarme k in Wirkungsarme tv übergehen und umgekehrt. Durch die 
Tertauschung wird daher auch v nicht geändert. 

Auf diese interessante Beziehung hat zuerst Maxwell aufmerksam ge- 
macht^). Man nennt sie daher den Max well sehen Satz. Derselbe findet 
namentlich im Brtlckenbau Anwendung, um den Einfluss einer beweglichen 
Last auf die Wirkung in einem bestimmten Punkte darzustellen. 

Der Satz hat übrigens eine viel weitere Giltigkeit als für den einseitig 
befestigten gebogenen Stab 2). Um so nötiger ist es aber, hervorzuheben, 
dass er schon für die Biegung nur insoweit gilt, als die Hooke-Ber- 
noullische Hypothese zutrifft. Andernfalles wäre statt k eine Funktion 
TOD Ä: einzuführen, während w unberührt bleibt. Hierdurch aber würde 
die Yertauschbarkeit aufgehoben. 



Ermittelung unbekannter Kräfte von bekannter Richtung. 

Die Anwendbarkeit der für den krummen Stab gefundenen Gleichungen § 70. 
ist eine sehr vielseitige. Da der gerade Stab nur ein Sonderfall des 
knifflmen ist, so lassen sich die Biegungserscheinungen des geraden Stabes 
ans den Gleichungen (219) und (220) ableiten, und es wäre daher nicht 
unbedingt nötig gewesen, diesen im voraus gesondert zu behandeln. 

Die wichtigste Anwendung liegt auch hier in der Lösung statisch un- 
bestimmter Aufgaben. 

Wirken auf einen einseitig fixierten (geraden oder krummen) Stab die 

n Kräfte K^y K^ Km-, so kann man durch Gleichungen von der 

^^rm (222) die Verschiebungen t;, , t;^ . . . Vm ausdrücken, welche die An- 



1) Maxwell, On the Calculation of the Equilibrium and Stiffness of 
Frames. Philosophical Magazine. Vol. XX VII. 

2) 9. auch Föppl, Theoretische Mechanik, 3. Bd. § 30. 
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criflfspankte der Kräfte Dach der Rraftrichtang erfahren. Hierbei mass der 
Wechselfaktor S ausser dem bereits in Gleichung (222) angebrachten Kraft- 
index noch einen zweiten Index erhalten, um den Wirkangsstrahl za kenn- 
zeichnen, auf welchen sich r bezieht. Wird dieser Index an zweiter Stelle 
geschrieben, so bedeutet z. B. 

den Wechselfaktor für die Kraft Ä", und «lie Verschiebung V2 des Angriffs- 
punktes der Kraft Ä^ nach ihrer Richtung, während der Wechselfaktor für 
K2 und i\ mit Sji ^" bezeichnen wäre. Da jedoch nach dem Maxwell- 
svhen Satze 

.236) ^21 = »12 

ist. si» ist lue Vertauschung algebraisch stets zulässig: nur der Ordnung 
halhor ist eine gewisse Reihenfolge, z. B. die in (235) benützte, zu em- 
l>fehlen. welche auch in den folgenden Gleichungen innegehalten ist: 

r, = ^ ( SS,, A', + S.,,ä; + .... + SBmiATm) 



0237;) 



^, ' SSp> Ä', + S3?22 ATo +.... + fßmiKn) 



u. s. w. 



r„. = \^ ( ®, „. A'i + SS.«. A'2 +....+ SBmmXm 



Alls diesen )n (Tleichuiigen können w Unbekannte berechnet werden, z. B. 
siimtliclie A', wenn die v und 9S bekannt sind. Befinden sich unter ilen 
lvräft<'n sogenannte Reaktionen starrer Widerlager, so ist für deren Au- 
i:rit!<])unkte r --= 0, aNo bekannt. 

Eine mit (237) analo*r Lrehildet«' Reihe von Gleichungen für die Bie- 
pun'Tswinkel in dcMi ;// Punkten des Stal>e< ergibt sich aus (219). Ist der 
Stab in einem dieser Punkte verhindert, sich zu drehen, so ist daselbst 
ß- 0, also ebenfalls bekannt. 

Ist der Stab in einem zweiten Punkt eingeklemmt, d. h. fixiert wie in 
/\ so ist daselbst für jede Rielitunfr r = 0, ausserdem aber /9 = 0. In 
diesem Falle kann man die Refestigungskräfte durch eine Einzelkraft K 
und ein Kräftepaar vom Moment M' ersetzen. Der P^influss dieses Reaktions- 
nionients auf /', , r.^ . . . Vm und auf ^, . ßi - - - ß»^ <*rt^ibt noch je ein Glie<l 
von «ier Form {'127 • und (22H), welches zu den Wirkungen der Einzel- 
Kriifte zu addieren ist. 
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Ermittelung unbekannter Kräfte nach Grösse 

und Richtung. 

Ist eine Kraftrichtnng unbekannt, so fehlen alle 993, in denen deren 
Index vorkommt. Diese SB sind sonach unter die Unbekannten aufzu- 
nehmen und ev. aus den Gleichungen zu berechnen. Setzt man sodann ihren 
Zahlenwert in die Definitionsgleichung (235) ein, so ist es eine rein mathe- 
matische Aufgabe, den Winkel zu berechnen, welcher die Gleichung identisch 
macht. Meist dürfte es indessen vorteilhafter sein, eine der Richtung nach 
unbekannte Kraft durch zwei rechtwinklige Komponenten zu ersetzen, 
deren Wechselfaktoren ausgedrückt werden können, wodurch die Aufgabe 
auf den vorigen Fall zurückgeführt ist. Der hier behandelte Fall findet 
statt, wenn der Stab noch in einem Punkte drehbar befestigt ist. Hier 
sind also zwei unbekannte Kräfte zu ermitteln, während die Einklem- 
mung drei Unbekannte ergibt. 



Die Sätze von Castigliano. 

Für kleine Bewegungen können die in dem Wechself aktor enthaltenen 
Werte ä:, w^ J als konstant bleibend angesehen werden, wonach bei Zu- 
nahme einer Kraft K vjn äiK 

(238) d«; = ^SBdÄ: 

wird. 

Befindet sich ein Stab unter der Wirkung von m Kräften K^^ K^ . . 
Km im Gleichgewicht, so hat seine elastische Energie (§ 42) eine gewisse 
Grösse U. Wird nun eine dieser Kräfte, z. B. Ä', , um diT, vergrössert, 
so hat dies eine Vergrösserung von U auf den Betraf? 

TT L ^^^ ATT 

zur Folge. Die Zunahme ist das Äquivalent der Arbeit d^, welche in- 
folge der Zunahme dJ^j geleistet wird, und da sich im allgemeinen die 
Angriffspunkte sämtlicher Kräfte mit bewegen, so ist 

(239) dA = Kidvi + K^dv^ + • • • + Kmdvm . 

1 
Hierbei ist das Glied - dK^dr^ als unendlich kleine Grösse 2. Onlnnnjr 

vernachlässigt. 



« ro 
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Nach Gleichung (238) sind aber die m Wirkungen von dK^ 

dvi =^S33,idZ^i , dvj = ^SBi2dZi, dt;m = -^aBi»dZi, 

also 

(240) dA = -^(ffiiji:, + 188,2^2 + . . . + »imZm)dZi. 
Da nun 

(241) ^^ dX, = dA , 

so folgt aus (240) und (241) mit Yertauschung der Indices der fB nach (236) 

(242) ^^ =^{%,K, + ©2,^2 + . . . + SB^iÄn) . 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der ersten der Gleichungen (287), 
so ergibt sich, dass die rechten Seiten identisch sind; es ist also 

(243) Ig == V, . 

Dieso Ghuclmng ist einer der Sätze von Castigliano *). Ihr Sinn 
ist in Worten ausgedrückt der folgende: 

Wenn man die elastische Energie U eines (geraden oder krummeD) 
Stabes als Funktion der ihn belastenden Kräfte ausdrückt und nach irgend 
einer dieser Kräfte, z. B. nach ^Lj, partiell differenziert, so erhält man die 
Projektion der durch dK^ bewirkten elastischen Verschiebung des Angrilfe- 
imnktos der Kraft auf deren Richtung. 

Ein zweiter Satz ergibt sich, wenn man an dem unter den Kräften 
Ky, JSr2 , . . . . Kvi im Gleichgewicht befindlichen Stab sämtliche Punkte 
2 l)is 7)1 hindert, sich nach der Kraftrichtung zu verschieben, im Punkte 1 
jedoch eine unendlich kleine Verschiebung dv eintreten lässt. Offenbar ist 
jetzt dr2 bis dVm = 0, also die Arbeit lediglich 

dA = jK'jdr, . 

Die durch dr, iier vorgerufene mit dA gleiche Energiezunahme ist 
jetzt zu bezeichnen als 

.- - dr, . 
Man erhält sonach, indem man diesen Ausdruck fttr dA setzt, 

(244) l^- = K, , 

in Wortrn: 

1) s. s. r>i». 
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Wenn man die elastische Energie U eines Stabes als Funktion der 
V'erschiebongen v^^ v^^ ... Vm ausdrückt, so erhält man durch partielles 
I>ifferenzieren der Funktion U nach irgend einer dieser v die mit gleichem 
Index versehene Kraft. 

Von den Castiglianoschen Sätzen ist der erste der wichtigere. In 
dem Falle nämlich, dass K^ die unbekannte Reaktion eines Widerlagers, 
also t;i s=r ist, liefert 



(?«) 



■- - = 



eine Gleichung, aus welcher Ki berechnet werden kann. Der Wert von 

^^ ist freilich nach (242) nichts anderes als die rechte Seite der Gleichung 

(287), zu deren Entwickelung weder der Umweg tlber den Begriff der Form- 
&nderungsarbeit noch deren partielle Differentiation nötig gewesen war. 

Aber wenn auch hier ein unmittelbarer praktischer Vorteil im Rech- 
nungsverfahren durch den Castiglianoschen Satz nicht zu erwarten ist, 
so ist derselbe doch wichtig genug, um hier mitgeteilt zu werden und zwar 
besonders deshalb, weil seine Giltigkeit innerhalb der Grenzen des Hooke- 
schen Gesetzes eine sehr weitreichende ist, wie in dem S. 52 angeführten 
Werk nachgewiesen wird. 

Noch ist zu bemerken, dass Gleichung (245) die Bedingung dafür angibt, 
bei welchem Wert K^ die elastische Energie ein grösster oder kleinster 
Wert wird. Bildet man aus Gleichung (248) die zweite Ableitung 



m 



diu 






r--rw— > 



80 hat dt^i mit ZK^ stets gleiche Richtung, ist also stets positiv. Dem- 
nach ist das aus (245) folgende U ein Minimum, und man nennt daher 
Gleichung (245) auch den Satz vom Minimum der olastischcMi 
Energie, wennschon diese Eigenschaft hier durchaus nebensächlich ist. 



Anwendung des ersten Castiglianoschen Satzes. 



bU 



um den partiellen Differentialquotienten in (245) auszudrücken, 

Aj 

bedient man sich der Gleichung (189). Da sowohl S wio J/ eine Funktion 

von Kl sein kann, so folgt nach (243) 



j^ 
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(247) 



s =0 Ä = 



>^ 



t 



l 



-H 



1 



ä; 



*^;. 



Fig. 48 



Für den in Fip. 43 da^g^ 
stellten prismatischen Stab mit 
zwei Einzelkräften K^ und ij 
ist überall S = 0, so dass dts 
erste Glied verschwindet. Zerlegt 
man sodann das Integral in die 
Strecke bis 6 und b bis ?, so 
wird, da J konstant ist. 



8-h 



(248; 



■'-LiMl^+f" 



» = (I 



s= b 



Für < .V < /> ist M = Ä'i (6 — 



Hiormit gibt Gleiciiurig ('24S) 



.9) + A'2(/ — 6-), ^^ 



= 6 — ^•, 



= 0. 



.s- . // 



r, 



^ Ejj l^^^'-"^ + K,{f—s)]{h-s)iU 



S ~ (I 



(II 



Irr 



s = h 



/', 



--= ^^ i TT, jih-s)^d, + K,ßl-s){b — .^)i\s], 



(I 



Ä — 



Wihv z. R. A', (Miif unbekannte Hoaktion. also v, = 0, so folgt 



(24«) 



1 



A'i - ( : 



.s/ 



) -^'1 



Scbon in <Iirsein einfachen Falb* gestaltet sieb, wie mau leicht finden 
winl, die Reelinung viel kürzer bei Benützung der Gleichung (2'^7), und 
njuli <ien tabellari<elien (ileiebungen ''2()'l) kann Gleiebung (249') unmittelbar 
al)in*les<'n \\<Tden. 
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Einfluss der Schnittkräfte auf die Formänderung des 

einfach gekrümmten Stabes. 

In Fig. 44 sei X der Winkel, um welchen die Richtung eines elasti- 
lien Elements d^ rechtswendig von der X-Achse abweicht, x der in 
iicher Weise verstandene Win- 

1 einer Schnittkraft P, mit """"^^^^^^ ^ 

ilcher der Unterteil des Stabes ^"""^C^^/t'^c 

f das Element wirkt. Da 
ernach x — X der Winkel 
Tischen P und d^ ist, so 
ird, wenn P in eine mit d*" 
irallele Zugkomponente 8 und 
ne zu d^ normale Schub- 
ler Querkomponente T zerlegt 
ird, 




30) 



Fig. 44. 

S = Pcos{x — X), T=Psin(x — A). 



Unter dem Einfluss von S bewegt sich der untere Endpunkt von ds, 
mn der obere festgehalten wird, in Richtung von d.y um den Betrag der 
Ahnung 

51) 



E EF 



iter F den Stabquerschnitt verstanden, und an dieser Bewegung nehmen, 
es eine Parallelbewegung ist, sämtliche unterhalb d^* liegende Punkte 
s Stabes mit gleicher Grösse und Richtung ioW. 

Die von sämtlichen oberhalb eines untersuchten Punktes liegenden 
istischen Elementen auf diesen bewirkten 6 summieren sich, da sie unter 
lander nicht parallel sind, zu einer geometrischen Summe J, während 
J auf irgend einen Strahl V projizierten Komponenten der ö sich zu einem 
tegral vereinigen. 
Ist (p der Winkel von V mit X, und di? die Projektion von 6 auf 

, so ist 

S 
dt' = 6 cos(rp — X) = j-^j^ cosfVp - - /) d.v , 

50 die Gesamtwirkung nach V 

1 CP 

52) t' = p I p cos(x — k) co^{(p — k^. d.y . 



§74. 
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Der Ausdruck P cos{x — X) 008(90 — A), welcher in Fig. 44 zur Ab- 
kürzung mit P' bezeichnet ist, wird, wie daselbst angegeben, leicht gra- 
phisch gefunden, indem P zunächst auf die Richtung von d^ und von dl 
weiter auf die Richtung V projiziert wird. Wird P' für eine hin- 
reichende Anzahl Stabquerschnitte P' ermittelt und der Quotient FiF 
in den zugehörigen Punkten der zur Geraden gestreckten Stabmittellioie 
als Ordinate aufgetragen, so ist in dem Ausdruck 



(253) V = ].y* 






das Integral die zwischen der entstehenden Kune und der Abszissenachsc 
liegende Fläche, die mit dem Planimeter leicht ermittelt werden kann. 

Für den Einiluss der Transversalkräfte T erhält man analog mit 
Gleichunj? (252) 

t CP 

(254) V = I sin(x — X) sin(9) — Jl) ds 

oder abgekürzt, s. Fig. 44 

P" 



(255) - ^^ = ^/^ 



unter (r den (Tleitniodul verstanden, unter / das Verhältnis zwischen der 
wirklichen Querverschiebung und derjenigen, welche bei gleichmässiger 
Verteilung der Tangentialspannung über die sämtlichen Punkte eines Quer- 
schnittes entstehen würde (vergl. S 113), eine Zahl, welche von der Form 
des (Querschnitts abhilngt und zwischen 1 und 2,25 schwankt. 

Die elastische Wirkung von S und T kann in vielen Fällen vernach- 
lässigt werden. Nur bei Stuben, welche, wie z.B. flache Grewölbbögen, durch 
Krilt'tc von geringer Kxzeiitrizitüt beansprucht werden, kann der Einfluss 
\(>ii .V dem Eintluss der Biegungsmomente gegenüber (welche beim voll- 
konuncnou Gewölbe ganz verschwinden) eine beachtenswerte Grösse er- 
rt'iclien, während der Eintluss von T nur bei besonders kleinem Verhältnis 
der Länge zu den in der Biegungsehene liegenden Querdimensioneu zu l»e- 
I Ucksichtigen ist. unter Umständen also, tttr welche alle hypothetischen Vor- 
aussetzungen der Biegungslelire so wenig genau zutreffen, dass die durch 
Berücksichtigung von T erstrebte höhere Genauigkeit in den meisten Fällen 
wegen anderer Fehler nur geringen Wert hat. 
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Eanfluss der Temperatur auf die Formänderungen eines 

krummen Stabes. 

Nach Gleichung (137) ist die Verlängerung eines Stabes von der § 75. 
^nge s durch Erwärmen allein 

j4s= asAt , 

mter At die Zunahme der Temperatur verstanden. Die Verlängerung eines 
Längenelements d^ ist daher 

A{^s) = aiiis) At . 

Bei gleichmässiger Erwärmung bleibt die Ausdehnungsfigur der ur- 
Bprftnglichen Form geometrisch ähnlich (s. § 5); irgend ein Punkt des 
Stabes verschiebt sich daher auf einer Geraden durch den Fixpunkt des 
Koordinatensystems. Is^ dieser Fixpunkt Eoordinatenanfang, und sind die 
rechtwinkligen Koordinaten x, ?/, der Radiusvektor r, so ist auch 

(256) Ax = axAt ^ Ay = ayAt ^ Ar = arAt . 

Bei ungleichmässiger Temperatur ist der Stab in endliche Teile zu zer- 
legen und fttr jeden Teil Ax und Ay besonders zu berechnen. Aus der 
Summe der Ax und derjenigen der Ay findet sich der Weg eines Punktes 
nach Grösse und Richtung. 



Brauer, Festigkeitslehre. 
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VI. Äbsclmitt. 

Ifehraclisiger SpannungsEustand stabförmiger Körper. 

Torsion eines geraden prismatischen Stabes von doppelt 
symmetrischem Querschnitt. 

Wenn die Resultante sämtlicher Spannkräfte eines Querschoittes auf eü 
Kniftepaar führt, Jessen Achse wie die Stabachse gerichtet ist, so t* 
zeichnet man die Belastung des Stabes in dem Qnerscbnitt als reiu 
Torsion (s. S 34). 

Ist der Querschnitt doppelt-symmetrisch, wie x. B. in Fig. 45, s: 
geben sich für die in homologen Punkten 1,2,3,4 seiner vier Quadranten 



Fig. .if). Fig. 46. 

ciitslchenilen Tangentialspannungen ge\visse Bedingungen, welche die Er- 
mittelung des Spannunfisgesetzes sehr erleichtern. 

Da ein Querschnitt tlie Grenne zwischen 2 Slabtcilen, einem unteren 
und eiiiDU oliiTen im Sinne von S '>3, bildet, so kann Fig. 45 sowohl dif 
,\nsicbl auf den einen Teil wie auf den amlern Teil bedeuten. Wir denkeu 
uns die beiden Teile in der Scbniltflflclie getrennt und den unteren durch 
Fig. 4-'i so dargestellt, wie er vom oberen aus gesehen wird, den oberen 



Mehrachsiger SpanniiogszustaDd Btabförmiger Körper. 99 

ber um 180^ um die 2^- Achse gedreht und in Fig. 46 so dargestellt, wie 
r von unten erscheint. 

Sind in Fig. 45 t, , Tj, r3, T4 die Spannungen, mit denen der obere 
.nf den unteren Teil wirkt, so empfängt ersterer von letzterem gleiche 
md entgegengesetzt gerichtete Reaktionen. Eine derselben, nämlich die in 
wirkende Reaktion, ist in Fig. 45 so dargestellt, wie sie vom Oberteil 
.ns erscheint, wenn beide Teile noch zusammenhängen, und zwar, weil sie 
lurch den Oberteil verdeckt ist, als punktierte Linie. In Fig. 46 ist diese 
leaktion durch die Drehung um Z in ihr Spiegelbild zu Z übergegangen; 
labei ist auch der Angriffspunkt 1 in die Spiegellage gelangt. Nun ist aber 
lurchaus kein Grund vorhanden, warum das Kräftebild in Fig. 46 von dem 
n Fig. 45 verschieden sein sollte. Daher zeigt die Reaktion in Fig. 46 
'.ugleich auch die Richtung und Grösse von t^ in Fig. 45 an. Überträgt 
Dan diese Betrachtung auch auf die Punkte 3 und 4, so erkennt man, dass 
n symmetrischen Punkten die zur Symmetrieachse normalen 
Bchubspannungskomponenten gleich und gleich gerichtet, die 
EU ihr parallelen Komponenten gleich und entgegengesetzt ge- 
richtet sind. 

Für die Koordinaten der Punkte 1,2,3,4 bestehen die Beziehungen: 
^257) l yi= — Vi ^ !/3 = — J/i » J/4 = y\ ' 

Für die Komponenten von r, die hier bis § 81, weil nur X- schnittige 
vorkommen, zur Vermeidung dreier Indices neben dem Punktindex, nur mit 
dem Richtungsindex bezeichnet werden mögen, folgt aus der Symmetrie 

(258) ^ ^2y= "^i?/» '^'3»/= — Tiy, f4t/ = — riy, 



Einführung von Spannungsfunktionen luit unbestimmten 

Koeffizienten . 

Versucht man, Vy und tx als Funktionen von // und z auszudrücken, § 77. 
•eiche je aus einer Reihe nacli ganzen Potenzen von tj und j fortschreiten- 
er Glieder bestehen, so können mit Rücksicht auf die Gleichungen (257) 
nd (258) nur solche Glieder in Frage kommen, welche die Eigenschaft 
üben, für symmetrische Punkte das Vorzeichen zu wechseln oder beizube- 
ilten, je nachdem die Symmetrieachse zur Richtung der Komponenten 

irallel oder normal ist. 

7* 

307861 
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Sämtliche Glieder in dem Ausdruck für Ty müssen dalier s in unge- 
rader Potenz enthalten, während i/ nicht oder nur in gerader Potenz vor- 
kommen darf. Hierdurch werden, bei Beschränkung auf Glieder von höch- 
stens dem vierten Grade, ausgeschlossen: 

für T,/ die Glieder mit y^, z^^ yz, yz^, ?/^, ?/*, z^, J/^•2'^ y:'\ //'-• 
für Tx entsprechend die Glieder mit j/^, z^^ yz, y'^z 
yz^t y^z, so dass nur die dreigliedrigen Ausdrücke 

Ty = (m + m^y^ + nh^z^)z , 



z'^. yK zK //".' 



(259) 



Tx = {n + /?,;r2 + n^y'^)y 



ül)ri;jj bleiben. 



öi)annungshypothese tittr die Symmetirieachsen . 

78. Bi^zeichnet man weiter die in den Symmetrieachsen F, Z liegenden 

Durchmesser mit 2h und 2c, die in den Endpunkten derselben herrschen- 
«h'ii Spaiinuiif^cn aber mit Tb und Tc , so müssen dieselben, eine daselbst 
^tcti^n» ixandlinio vorausgesetzt, zu b und c normal gerichtet sein (s. § 32). 
MjicIjI man sodann die übliche, wenn schon anfechtbare Annahme^), das? 
die Spannun^'cn r,,*, Tx* in den Punkten der Symmetrieachsen i» 
«Ich Iiandspaiinunj^'en parallel sind und sich verhalten wie die 
Abstümlc der Punkti» vom Mittelpunkte (s. Fig. 45 und 46), so wird 



nm) 



Ti/' Tc , 

T » - -^ T, 

h 



ha aiuli für die Achspunkte die Gleichunj,'en (259) gelten, für die 
/ \ch.c aber // ■ ■ o, für die y-Ach«^e r = wird, so erhält man au? 
.*.!:.!») und CJtlO) 

c 



*jrii) 



T//'' :^^ \nt -|- in.^ :'-) z 



r' --= \n 



ndi'l 



i'.MW 



/// -{- nr, ; - -— - 



// !- /'j//- =^ 



T.' 
V 

Tl, 



I ►. Ktid. nn'dt. „Kritische BomtTkunpen zur I)rehunp:selastizität,Zeit8chr. 
.1 \ iiniif« dnilM hrr Injr. IS!M» S. 7H5 n. 813. 
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Die Erl'üllung der Gleichungen (262) für alle möglichen Werte von z 
nschen — c und + ^ sowie für y zwischen — 6 und + & ist offenbar 
ir möglich, wenn 

63) //?2 =0 und 7*2 = , 



64) 



m 



n 



T6 
h 



t. Für einen beliebigen Querschnittspunkt folgt sodann nach (259) 



65) 



'^'j = \c "^ ^^^'^r ' 



Nimmt man ferner an, dass nicht nur /ördi'^=0 ist, was der Auf- 
ibe entspricht, sondern dass auch in allen Flächenelementen 0^ = 0, also 

ich ^ =0 ist, so folgt aus der ersten der Cauchy sehen Gleichungen 

»4), sofern hc = und 9)3; = ist. 



!66) 



— -p i~ = U . 



un ist aber nach den Gleichungen (265) 

167) ^y = 2 m, yz , ö? = 2 ^^i y^ 

etzt man diese Werte in Gleichung (267) ein, so folgt 



!68) 
lithin 

569) 



I 



n^ = - m^ , 



'y = (v i ^^^\U'^ 



Tx 



= (? --^''1^^ )//• 



Allgemeine Lösung. 

Eine Beziehung zwischen n, und tc ergibt sich aus Gleichung (306), 
tn welcher hier schon im voraus Gebrauch gemacht werden muss. Sind 
/ und dz Elemente von b und c, welche zwischen gleichen Schubspannungs- 
irven liegen, so ist nach (306) 



§79. 
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also nach (261) 
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und, von bis 6 bczw. von bis c integriert, 



0-170) 



— TcC = Xhh . ^) 



Setzt man den hieraus folgenden Wert 

c 
in (^2(>9) ein, so erhält man die allgemeinen Ausdrücke 



{TiV 



y 



Tx =-= 



+ m 



Tb 

b 






für dit' TaiigiMitialspannungen in einem beliebigen doppeltsyrnraetrischeo 
(^)uerschiiitt. In diesen Gleichungen spielen nur noch rt und Wj die Rolle 
von unbestimmten Koeltizienten; dieselben können aus der Form der Rand- 
linie des Querschnittes und aus der Grösse des Schnittmomeuts abge- 
leitet werden. 

Hezeicluu^t man die Koordinaten der Randlinie mit yr und z , und ist 
:> =3= F(//r^ deren (ileiehung, so ist mit Bezug auf Fig. 45 

'.»*»>\ d^r . Tx 

[iiZ) , =^ tangö) = 

(l//r ^ Ty 

WiUirend diose Gleicinmp die besondere Gestalt des Querschnitts in die 
Kecbnnnir rinftthrt, erj.nbt die Gleirbunir 



(i7;i) 



.V. -- /t.,:^\F +/Tx!/i\F 



ih\^ Schnittmoment des ganzen Querschnitts, dessen Gesamtwert bei statisch 
bestimmten Aufgaben als bekannt anzunehmen ist. 

Die weitere Behandlung möge an zwei besonders wichtigen Quer- 
schnitten, «ler Ellipse und dem Rechteck gezeigt werden. 

1) Nach der älteren Theorie der TorMionsfcHtigkeit hätte sich in scharfem 
Gegensatz hierzu — xcf» - ■ nc ergeben. Man war dabei von einer der Ber- 
noulli sehen Hypothese ähnlichen Deformationshypothese ausgegangen, die nur 
für solche (inerschnitte mit der Erfahrung übereinstimmt, die sich wenig vom 
Kreis unterscheiden . 
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Der elliptische Torsionsquerschnitt. 



Aus der Randgleichang der Ellipse 



§80. 



2'r2 = c2 — ( ;;; ) j/^^ 



C 

h 



gt: 



d^r 
dj/r 



e\^yT 

Zt 



Setzt man diesen Wert in (272) ein und ersetzt Xy und r^, welche in 
Vi) Randwerte sind, durch die entsprechenden Ausdrücke aus (271) mit 
für y, 2rr für 2r, so folgt weiter 



c) & + ^"» ^^ 



2 



= + 



ier 



m. 



f-r\' = .„. ('J^\ 



1 



Diese Gleichung wird fQr alle möglichen Werte von Zr und yr nur 
fallt, wenn 

7W, = 

t. Man erhält sonach aus (271) für den ganzen Querschnitt 



U) 



ry = 






Tb 



■x 



y 



id damit ans Gleichung (273) 



Mr = 



c h 



'jz-^AF+''^jijh\F. 



Ffir die Ellipse ist aber 



nach 



fyHF=^b^e, Cz^<iF=^hc\ 



Mr = 



JtTb 

Ah 



h\^ 



c 



bc^ + b^c 



]-!'■ 



'^CTb . 



mit Benutzung von (270) 
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(275) 



Tl, 



2Mr _ __ 2Mr 

Ist, wie in Fig. 45 c'^b, so ist tö der grösste im Qaerschnitt vor- 
kommende Wert von r. 

Für den Kreis als Sonderfall der Ellipse mit h = c = r erhält man 

2Mjr 



(276) 



Maxr =^ 



jtr 



.3 



Während im Kreisquerschnitt die r überall normal zu r gerichtet sind, 

ergibt im allgemeinen der Verlauf der r geschlossene Kurven, welche nichts 

anderes sind als Schnitte von Netzflächen (s. § 80) mit dem Stabquerschnitt. 

Bezeichnen wir sie als Schubspannungskurven und verstehen unter»/ 

(1: 
und z deren Koordinaten, so kann die Kurven -Richtung sowohl durch ,- 

dw 

wie durch *^ ausgedrückt werden. Man findet daher für den elliptischen 

Querschnitt aus (274) 

d- 

sowie durch Integration 





Tx 






chj 




T,j 






Pz 


i> 











(•••' 


+ 






c, 



die Gleichung einer Ellipse, welche zur Randellipse ähnlich ist. Für jede 
dieser elliptischen Schubspannungskurven hat C einen andern Wert, ftr die 
Randellipse ist C ^ 1. 



§81. 



Der rechteckige Torsionsquerschnitt. 

Nach Gleichung (272) erhält man, wenn q) die Bedeutung Fig. 45 hat, 

für die Seite IW tanp:r/) = oc, Ty = 0, 
., M ,, CD tangg) = , T» = 0, 



;r 



p 






r 










^— 


— ^ 




n 


1 


z 


r \ 








\ 


b 


J 



















Fig. 47. 



also nach (259) für BD und CD 

= \)u -]- ///, \)' + m.2Z'^)2 , 

Da z n\u\ y im allgemeinen nicht Null 
sind, so können diese Gleichungen nur durch 
Verschwinden der Klammerwerte crftlllt wer- 
den, was für beliebige Werte von z. bezw. 
von y nur möglich ist, wenn 

W2 ='- und >/.^ ^^ 
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»owie 
.277) mj = — p , nj = — ^^ 

ist. Für einen beliebigen Querschnittspunkt wird also nach (259) 

Setzt man diese Werte in Gleichung (27S) ein, so folgt 

Mjc = — mfzHF + nfyHF + (p - j^fißzHF 
oder, da 

vereinfacht: 

(3) n62- mc2= 1^^ . 

8 bc 

^'ach Gleichung (268) ist aber ausserdem m^ + '^j = 0, also nach (277) 

(280) n&2 + iwc2 = 0, 

und es folgt aus (279) und (280) 

l2ol) VI =^ — 77; 7-'^ » ^^ ^ 



16 ftc» 16 63^ 

also nach (278) 

f^. ^'~' 'lebcA' b' 

9 3/./ .2. 

Der grösste Wert für r ergibt sich, wenn e^b^ für den Punkt B zu 

288) MaXT = Tfe = -r , ./ , 

16 b^c 
r&hrend für C folgt 
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Für D erhält man, da ?/ = &, z = c^ 

Ty = , r« = . 

Auch im Mittelpunkte des Querschnitts wird t = . 

Für eine Schubspannungskurve ist nach (282) analog zu § 80: 

d^ Tx {c'^ — z'^)y 

Durch Integration dieser Gleichung erhält man 

(285) (c2--2)(//2_y2)_(7. - 

P^inc (lieser Kurven ist in Fig. 47 dargestellt. Für ^ = erhält mau als 
besonderen Fall den Umfang des Rechtecks mit y = h und z = c. 

Die Ergebnisse dieses § sind zwar mit der Erfahrung soweit iu Ein- 
klang, «lass sie für technische Zwecke in der Kegel brauchbar sind. Wie 
in § 84 gezeigt wird, ist jedoch die Torsion des rechteckigen Stabes eioe 
mit der wünschenswerten Strenge noch nicht gelöste Aufgabe (vergl. Anm. 
zu § 78). 

Die Formänderung der Radien eines tordierten Stabes. 

§ 82. Während für kreisförmige Querschnitte aus Symmetriegründen ange- 

nommen werden muss, dass sie bei der Torsion eben bleiben, ist dies bei 
anderen Querschnitten nicht der Fall. Mit grösserem Recht darf man aber 
davon ausgehen, dass die Fonnünderung eines materiellen Querschnittes 
nur in Verscliiebungen seiner Elemente in Riclitung der Stabachse besteht, 
(Uiss also die Projektion des Querschnitts auf seine ursprüngliche Ebene 
unverändert bleil)t, mithin überall 6»/ = und £v = ist. Diese Annahme 
wird dadurch gestützt, wenngleich nicht streng bewiesen, dass die Flächen* 

integrale 

föAF, /OydI\ J'öxdF 

Schiiittkrätte darstellen, welche Null sein müssen, da Achsialkräfte und 
Mantelkräfte, <lie mit ihnen im Gleichgewicht stehen müssten, nicht vor- 
handen sind, und dass diese Bedingungen mit <j^ = (), (jy = 0, öx = 
erfüllt werden, was nach (110) mit £^ = 0, e,, =--(), 6v = in Ein- 
klang steht. 
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Man erhält von der gegenseitigen Bewegung zweier solchen anendlich 
ihe benachbarten Querschnitte eine zutreffende Vorstellung, wenn man sie 
it Blechplättchen vergleicht, welche sich überall berühren und welche, ohne 
ie Berührung aufzuheben, etwas gebogen und um einen kleinen Winkel 
erdreht werden können. Dabei bleibt jeder Punkt ausserhalb der X-Achse 
uf einem Kreiszylinder, jeder Kreis um X deformiert sich zu einer in sich 
orückkehrenden Raumkurve, die man etwa als windschiefen Kreis be- 
eichnen könnte, jeder Kreisradius, d. h. jede zu X normale Gerade geht 
iber in eine einfach gekrümmte Kurve, deren Krümmung in der Meridianebene 
legt, während die Projektion auf YZ eine Gerade bleibt, jede zu X pa- 
allele Gerade — Mantel- 
inie — wird eine Schrau- 
>enlinie von grosser, überall 
gleich bleibender Steigung 
— die Mantelschraube. 

Bildet in Fig. 48 ein 
Mus, dessen Abszisse x 
st, mit der XT-Ebene ur- 
sprünglich den Winkel gp, 
welcher elastisch in <p'\- Aq) 
Ibergeht, so wird der De- 
fonnationswinkel für einen 
Radius , dessen Abszisse 
r+dx ist, um den Betrag 

-r-^ da? grösser sein. Mit 

ier Abkürzung 




^x 



= 2), 



Fig. 48. 



«welche die relative Drehung zweier Querschnitte von 1 cm Entfernung, 

«ie heisse Drall *), bedeutet, ist D^x die relative Drehung zweier Nach- 

)arquerschnitte, ^so rDdiX die relative Verschiebung zweier Nachbar- 

V D ^x 
iTeise vom Abstand da; in Richtung der Kreislinie und — r-;— = rD 

u X 

Ier Winkel, welchen die Mantelschraube mit X bildet. 

Ist I (s. § 11) die Verschiebung nach X, welche ein durch die Ko- 



1) Ein sur Beugung B analoger Begriff (s. § 63) 
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ordinaU'ii .<■, gs, r gegebener Punkt ß«, Fig. 49, erleidet, so ist dk* 

den Voraussetzungen g fOr den Punkt Bi eben so gross, d. h. ^ = 0. 

Fflr verschiedene Punkte B„. C\ eiuti 

^ Strahles x,q> ist jedoch | verschieden, « 

der Meridianschnitt Fig. 49 andeutet, und 

~ ist der Winkel, welchen das ElenKil 

BqCii der Deformation b kurve A„Ef desSliaUt 
mit dessen Anfangsricbtnng bildet. Da llfBi 
zu X parallel bleibt, so ist zugleich 

Fig. 40. (286) ^ir-''"- 

unter /(xr (»- § 12) die Verminderung des rechten Winkels {xr) versbiu- 
den, also wird nadi (112) 

(287) T^ _ f; ^J - 

Isl g :^ für r^O, wie in Fip. 49 angenommen, so eriillt \m 
nacli (-287) 

(288) | = ^'/r..dr, 

d, i. die GIfirhnng der elasiischen Linie A^E^. 



Deibniintioii \'oii beliebigen Linien eines Querschnitts. 

l!c/i'icli!ii't 1II1U1 ferner die ItugenlilnKe )■</', Fig. 48, mit Ä (Kreisabszisw). 
so ist g - F(/) die Gleichunj; der elasliseli deformierten Kreislinie, »1» 

•^, tlcr BicKungüwinkel fQr ein Krciselement. Aus diesem und dem Winkel 

i]) der Maiitelsdiraube (S 82) setzt sieh aber die Mlndemng ^ji des 
Winkel-i nwisdien Kreiselempnt und Mantellinic zusammen, sonach isl 

•■■!'J0) ,,, (; *f I ,;i ■ 
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Ist ferner d^, Fig. 50, der unendlich kleine Abstand zweier Punkte 
nes Stabquerschnittes, dg die totale Zunahme von |g längs d^, so kann 
§ ausgedrückt werden durch die partiellen Zunahmen nach r und nach 
als 



291) 



dg= Jidr + Ifdi, 



Hier, mit Rücksicht auf die Gleichungen (287) und (290), als 



:292) 



dg = -^dr + r^*-rJ[)ldÄ:. 



Bezeichnet man mit d/* die unendlich kleine Dreiecksfläche, welche r 
beschreibt, während der Endpunkt von r das Element d^ durchläuft, so 
ist offenbar ^ 

'2 
und Gleichung (292) schreibt sich danach auch: 



(298) 



dg = ^-(r^dr + rxikdi) - 2/)d/'. 



Wie Fig. 50 zeigt, ist, wenn das Kurven- 
element den Radiusvektor unter dem Winkel \f) 
schneidet, 

dr ^=^ d^ cosip , di = d^ sin«/' , 
sonach 

dg= . (Tjt cos^ + Trfc sinV^)d^ — 2Ddf, 

Offenbar sin<l aber Tjt cos y) und Xxk sin tp y 
die Projektionen von rar und Xjk auf d6-, so- 
nach ist 

TjT COSy + TrJt Sintp = Xxs 

die X- schnittige Schubspannungskomponente nach dö*, also auch nach (293) 

dg = .jTj-gd^' — 'lDi\f . 




Fig. 50. 



(294) 



Für die beliebige Kurvenstrecke von 1 l>is 2 ist datier 



295) 



^2 - g. - (ffrr.<\s - 2Df, 



2 

mter f die Fläche 12 verstanden. 
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Der Drallwinkel. 

§ 84. Für eine geschlossene Kurve muss §2 =" §i ^^^^> ^"^ ^^^ C^^^) 

(296) fTxsds = 2GfD. 

Diese von Rud. Bredt angegebene Gleichang ^) gestattet wertrolle 
Anwendungen. 

Ist z. B. für irgend eine in dem Querschnitt gezogene Kurve, etwa 
für die Randlinie Trs überall bekannt, so dass /rnids berechnet werdeo 
kann, so erhält man, wenn F der Flächeninhalt der Raiidlinie ist. 
den Drall 

(297) • B = 2Fof''''^^ ' 

Für ein Flächenelement d//d^ erhält man nach Gleichung (296) ii 
Hinblick auf Fig. 51 



-r?/ 












?fi 



dz 



Z 



oder 

(298) 



ö?/ ^z * 



Grashof berechnet für den Drall die 
Gleichung 



(299) 



1 



^ = ^^(w — w), 



dy 



Fig. 51. 



unter m und n die Konstanten der Gieicbang 
(259) verstanden, während FöppI aus der 
Gleichung für die elastische Elnergie (126) 
findet 



(300) 



D^^f^f^J{T.;'+Tr.'^)dF. 



Wahrend diese Gleichungen für den elliptischen Querschnitt über- 

einstimmend ergeben: 

1 .Vr h'^ + f - 



301^ 



D- 



jt (1 b^c^ 



erhjilt man fl\r den rechteckigen Querschnitt: 



1) 8. Zitat S. KK). 

2i 8. Föppl, TechuiHche Mechanik. 3. Bd. 8. 419. 



«2) 
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n«5h (297) D = 0,1875 ^^ -J~- , 
nach (299) Z) = 0,281 ~/ ,-^, , 



nach (300) D = 0,225 -^' ~-^f^,- , 

nach (298) D = 0,281 ^" ^i±^^*Z^^- • 

Die Verschiedenheit dieser Ausdrücke lässt erkennen, dass dieselben 
ich nicht im Einklang befinden; und aus dem letzten zeigt sich, dass bei 
em angenommenen Spannungsgesetz der Drehwinkel in den verschiedenen 
Elementen des Querschnitts sehr verschieden sein mttsste, was den Voraus- 
etzungen in § 82 nicht entspricht. 

Solange diese Widersprüche nicht durch die Auffindung eines genaueren 
Ipannungsgesetzes gehoben sind, ist für praktische Aufgaben die Ermitte- 
ttug von D bei rechteckigem Querschnitt durch Torsionsversuche*) zu 
mpfehlen. Führt man eine Querschnittsflink tion T, genannt Torsions- 
:oeffizient, ein, welche für die Torsion eine ähnliche Rolle spielt wie 
Mn (217) für Biegung, indem man setzt: 

SOS) D = Qrp 1 

wäre es die Angabe solcher Versuche, T zu ermitteln. 

Für kreisförmigen Querschnitt ist nach (301) T= ^*"*, d. i. das 

olare Trägheitsmoment Jp des Kreises. Für einen Stab von kreis- 
Jrmigera Querschnitt von der Länge ^ ist daher der Drehwinkel auch 

IM) ^ = Bs = ^jS, 



Hydraulischer Vergleich. 

Die in der Kurvenrichtung d5 wirkenden Tt« sind im allgemeinen nur § 85. 
omponent^n der Tangentialspannungen ; ausser diesen können auch noch 
omponenten Xm, normal zu d^, vorhanden sein. Denkt man sich aus 
nem zwischen zwei Normalschnitten liegenden Stabelement von der Dicke 



1) B. u. a. Bausch inger, Versuche mit gusseisernen Stäben, Civilin- 
iDieur 1881. S. 115. 



I 
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i\x einen der geschlossenen Kurve s entsprechenden Teil ausgeschnitteu, 
so muss, da öx ^^ ist, die Resultante der nach X gerichteten Tangential- 
Spannung tm im Mantel dieses Ausschnittes für sich Null sein, d. h. 

dxftnxds = 0, 



Da tiur =^ Tjrn , so führt dies auf die Bedingung 



(805) 



/rmds = , 



eine Erweiterung der Elementargleichung (266) auf eine endliche Fläche. 
Gilt (266) für sämtliche Elemente einer endlichen Fläche, was bei Ab- 
leitung von (271) angenommen wurde, so ist mit dem Gleichgewicht dieser 
Elemente zugleich auch das Gleichgewicht ihrer Summe im Sinne von X 
gesichert, also Gleichung (305), welche dies ausdrückt, erfüllt. 

Für den elliptischen und den rechteckigen Querschnitt wird daher bei 
dem auf (271) beruhenden Spannungsgesetz Gleichung (805) für jede ge- 
schlossene Figur erfüllt sein. 

Für die Randlinien sowie für die Schubspannungskurven ist überall 
Tn = 0. Danach erkennt man leicht, dass z. B. für je zwei von einem 
beliebigen Punkte A nach dem Rand gezogen gedachte gerade oder kmmme 
Linien, etwa AE und AF 



oder 



E A 

./Tr»id6' +fTrn(\S -= 



E F 

Ä A 



ist. Entsjjrechend ergibt sich, wenn in Fig. 52 AB und A'B' zwei benacb- 

barte Schubspannungskurven sind, der Wert 
Tn aber für .1.1' mit Ta, für ÜB' mit Xb be- 
zeichnet wird, nach Gleichung (305) 



y 




306) 



TaAA' = XhBB\ 



eine Bezieluing, die den Vergleich zwischen Tn 
und der Geschwindigkeit einer in dem Kanal 
AA'BB' strömenden inkompressiblen Flüssig- 
keit nahe logt, auf welchen nach Föppl zuerst 

Thomson und Tait in ihrer Natural Philosophie aufmerksam gemacht 

hab«Mi. 



Fig. 52. 
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Belastung eines einfach gekrümmten Stabes durch eine 
zur Krümmungsebene normale Kraft. 

Ist in Fig. 53 Q der Angriffspunkt einer Normalkraft jST, so erfährt das § 86. 
elastische Element d^ ein biegendes Moment Mi = Kki und ein drehen- 
des Moment Ma = Kka , 



(307) sonach die Beugung B = 
(808) und den Drall D = 



Kh 
EJ 

Kka 
GT 



Die elastische Wirkung nach Z auf den 
Punkt Q durch das Element ds ist 
sonach (s. § 63 und § 64) 

die elastische Wirkung des ganzen Stabes also 
(809) Az=:=fkuBi\s+fhiDi\s 

oder, nach (307) und (308), 




Fig. 53. 



Az = gj I kh'^ds + Qji kd'^ds . 



Um die Drehung des Endquerschnittes auszudrücken, zerlegen wir die 
der Beugung und dem Drall entsprechenden elementaren Drehwinkel ^d*" und 
D^s in je zwei Komponenten nach X und Y. Ist ßj- die Drehung des 
Endquerschnitts um X, ßy die um F, so ist, wenn d^' mit X den Winkel 
ß bildet, 

dßx = B(\s sin« + Dds cosa , 

dßy == Bds cosa + Ddb' sina , 



iSU) 



/ 



\ 



812) 



ßx = -jpj f kl, sin ad s + .^j, j ku cosa d.v , 



Ä 



^jß 



kbcosads + 



K A . 



d .V . 



Ist die Ausrechnung der Integrale unmöglich oder zu unistän(lli(.h, so 
^'rapfiehlt es sich, sie durch endliche Summen zu ersetzen (vergl. S 66), 

Sind ausser der mit Z parallelen Kraft A' noch Komponenten vor- 
handen, welche die Richtung I' oder X hahen, so ergeben sich noch die 
Brauer, Festigkeitslehre. S 
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Defonnationsgrössen Ax, Ay, ß% wie bei dem in seiner Ebene gebogent-n 
Stab, im ganzen also 6 Defonnationsgrössen, welche bei statisch uuIk^ 
stimmten Aufgaben zur Ermittelung von 6 mechanischen Grössen dienen 
können. 

Die Anstrengung des Materials ist in den Umfaugspunkten am 
grössten. Ist für einen solchen ^ der Abstand von der neutralen Linie, 
so bereclmet sich die Biegungsspannung nach (161), die Schubspannung 
aus ihren Komponenten nach (271), damit aber erhält man <lie beiden 
Hauptspannungen ö, und Ö2 nach (43). Führt man diese Ausdrücke in 
die Poissonschen Gleichungen (104) ein, so erhält man die wichtigen 
(Uoichungen 

m + 



MX^ 



7vti 



/// -- 1 

'Im 
m — 



a. + 



2m 



y 



<Ja:^ + 4r2, 



Af'> = ., Cr - ' 1/ Or^ + 4t^ , 

2;// 2 m r 



Ee. 



1 

Or 

m 



welche natürlich auch liir gerade Stäbe gelten, z. B. für Wellen, die j^'leicli- 
zcitig auf Biegung und auf Torsion beansprucht sind. 

Während für den einachsigen Spannungszustand Es^ = öj ist, sin«l 
«lie Ausdrücke Ei^. Eh,, Ee.^ zwar der Dimension nach Spannungen; «W 
sind dieselben keineswegs identisch mit a, , Ö2, Ö3 . Es sind viehnelir 
DelimniL^Mi in Sjjannungseinheiten ausgedrückt. Die übliche Benennung 
dieser lür die I^emteilung der F(*stigkeitsgefahr wichtigen Grössen (vergl. 
S 124) als reduzierte Spannungen oder Ersatzspannungen ist da- 
her nicht ganz tretlend. Geeigneter ist vielleiclit Zerrung für positive, 
(»»uetscliung für negative Werte von El. 

Mit Benut/nnL!: dieser Ausdrucke wird lür ni -^ nach (313"^ 

o 

die grünste /eiTunir Et* ^—■- 'o. + / |/ör^ + 4T-, 

20 20 f 



:J14 



(,)netMhun.ir - Et, -■ = - ' o, + ^ 1/ 0/- + 4r2 . 



Insbesondere lür lein«» Torsion, also rj,. r^= (). wird 



'ii:> 



f-ji, = 



10 



/ 






13 
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Belastung eines doppelt gekrümmten Stabes durch eine 

beliebige Kraft. 

Ein elastisches p]lement d.v der Zentrallinie (s. Fig. 54) habe die § '^7. 
Koordinaten x^ y, z und bilde mit den Achsen <lie Winkel a^ ß^ y. 
Ferner seien «, 6, c die Koordi- 
naten des Angriffspunktes einer Kraft 
A', welche durch die Achskompo- 
nenten A'r, Ky^ Kx ersetzt werden 
kann. 

Verlegt man den Angriffspunkt 
dieser Kräfte unter Hinzufügung 
eines Momentes in das elastische 
Element, so ergeben sich daselbst 
<lii' Momente, bezogen auf die Achsen 
A', r, Z, Fig. 54. 




m 



Mx = Kx(l) — i/) — Kyic — .r) , 
My = Kx {(' — z) — Kx {(i — ;#•) , 
Mx = Ky {a — x) — Kx (h — //) . 



Aus diesen Momenten setzt sich ein resultierendes Moment zusammen, 
•lessen Grösse 

317) M= y3//^ + 3/,/^ + ^r:^ 

ii^t und dessen Richtung durch die Stellwinkel >l, //, v bestimmt werden 
kann, für wel(!he die Gleichungen 



cos A, -m r J 

M 






Ah 



iJ18) cos>l= ,;, cos// = ,;' , cosi; 

gi'lten . 

Ist ferner (p der Winkel zwischen d.y und der resultierenden Momenten- 
aclise, so folgt derselbe aus der Gleichung 

cos 9) = cosA cos« + cos// ("os/9 + cosj; vosy . 

nnd man erhält in ds 

als biegendes Moment Afi, ^= 3/ sinr/ , 
als drehendes Moment Jf / = M cos rp . 

Dabei enthält die Ebene von (f die Aciise des biegenden ^Moments, 

welche nach § 55 gefunden werden kann. 

8* 
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Mb 



Md 



Um nun die Wirkung der Biegung ^rn^^s oder Bds und der Drehung 
d6' oder Dds auf einen in der Laufrichtung unterhalb d^ liegenden 



Punkt, z. B. den Punkt a, 6, c zu ermitteln, mtlssen diese unendlich 
kleinen Winkel wieder nach X, F, Z zerlegt werden. Sind dann d^/, 
(\ßy^ dßx die Winkelkomponenten, so wird 



(319) 



d{Ja)=={c-'2)dßy^{b-y)dß^, 
d {Ah) =^{a — x) dßx — {c—z)dßx, 
d (Je) ^(b — y) dßx — {a — x)dßy. 



Man erkennt, dass das Verfahren äusserst umständlich ist und im all- 
gemeinen einen viel grösseren Zeitaufwand beansprucht, als für technische 
Aufgaben zulässig ist. 

Von gewissen einfacheren Sonderfällen abgesehen, wird man daher 
lieber statt der Rechnung den Modellversuch (s. § 120) zu Hilfe nehmen 
oder doppolt gekrümmte Kurven in der Stabmittellinie vermeiden, wenn 
oine genaue Vorausberechnung der Deformation notwendig ist. 



Die Schraubenfeder. 

s^ 88. Einen wichtigen hierher gehörigen einfachen Sonderfall stellt die zy- 

lindrische Schraubenfeder bei achsialer Belastung dar. 

Ist in Fig. hh AB der vierte Teil 
einer Windung, ds ein elastisches Ele- 
ment in A, r der mittlere Windungs- 
halbmesser, d der überall gleiche Stei- 
gungswinkel, so sind für das Element 
d.<? die Koordinaten: 




X = r 



0, 



Z/-0, z^ 

die Stellwinkel: 

ß --- 90% ß6, y = 90 — (J. 

Die starr gedachten Arme AA^^ BB^^ 
dienen dazu, die achsiale Belastung Jirx=A' 
auf den Quadranten wirken zu lassen, 
während A'x == 0, Ky ^-- ist. .4^0 
sei dem Koordinatensystem gegenüber unbeweglich, während der Angriffs- 
l>unkt B^^ die Koordinaten (im Sinne von Fig. 54 bezeichnet) 



.\' 



Fijr. 55. 
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a = 0, 6 = 0, c = -^0^0 

hat. Nach den Gleichungen (316) erhält man für das elastische Element 
in A J/x = 0, My = Kr, Mx^O, also M=Kr, i = 90^ /m = 0, 

Zerlegt man das Moment If , welches um eine zu T parallele Achse 
dreht, nach den Achsen AT und ^^, .so entstehen die Komponenten 

Mb = Kr sind , Md = Kr cosd 
welche 

die Beugung ^-y-sindd^ um die Achse .l^V, 

Kr 

den Drall ^^y:-cosdd.v „ „ „ AT. 

hervorbringen, aus denen folgt 

d/9r = , 

,^ T- / sindcosrf . sind cosrfx , 

Die Gleichungen (319) ergeben endlich 

d(Ja) = Aoß„d/y,, , 

d(Jc) = rd/9„ . 

Die Dehnung der Feder in Richtung d(M" Achse filr eine volle 
Windung ist hiernach, wenn ^* die Drahtlängc ist, allgemein 

•AA\ A z' .,/sin-d , cos-d- 

Setzt man für eng gewickelte FcdtM'u siud=0, co^d:^^ L ^^o erhalt inaii 
die gebrauchliche Näherungsformcl 

welche jedoch nur unter der Vorau^Nctzuntr ^nli, da« ^'w\\ heiiachliarte 
Windungen nicht berfthron. 

Um die Verschiebungen .to und .ih tür eine j^anze oih-r einr T»'iN 
windang zu integrieren, hat man zu beachten, dass die aut das Klcnieiit 
bei A folgenden Elemente nicht mehr zur F^-Ebcne parallel sind. Nt 
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<p der Winkel, welchen ihr Radius mit X bildet, so erhält man, Hriiii 
man für die bisherigen Werte d(Ja) und d(zl6) vorübergehend il;Jf'„ 
und (i{Ah\ setzt, 

^322) ' ^^ ^^ ^) ^ ^ (^ ^)o cos 9 — d ( J 6)0 sin 9) 

l d {Ah) = d (^a)o sin 9) + d {Ah\ cos^) . 

Integriert man diese Gleichungen für eine volle Windung, so erhält man 
An = und zifc = 0. Für Teilwindungen ist dies nicht der Fall. 

Für ßx ergibt sich für beliebige Federlftnge 5, also auch für eiue volK" 
Windung, ein für steilgängige Federn beträchtlicher Wert: 

(323) /9. = Krs (— -Jj + ^j ) sind cosd . 

Eine Schraubenfeder wird sich also bei achsialer Belastung nicht nur 
dehnen, sondern ihre Elemente werden sich auch um die Längsachse drelun. 
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Die Festigkeit wandfömiger Körper. 



Übersicht der Aufgaben. 

Bei einer Gefässwand ist jede der beiden Oberflächen eine Haupt- 5^ 81). 
spannungs- oder Netzfläche (s. § 32). Von diesen werden sich die inneren 
gleichnamigen Netzflächen um so weniger unterscheiden, je dünner die Wand 
ist. Bezeichnen wir die in diesen Flächen liegenden Netzlinien mit I und 
n (s. § 33), so sind die Linien III zur Oberfläche normal. 

Die Spannung dg ist in den Oberflächen gewöhnlich negativ, eiit- 
J^prechend einem Flüssigkeitsdruck, der bei den hier in Frage kommenden 
Fällen des Bau- oder Maschinenwesens selten die Grenze von 30 Atm. oder 
30 kgqcm überschreitet, während die Spannungen a^ und O2 in der Kegel 
höher als 300 kg/qcm gewählt werden dürfen. Da ferner Ö3 im Inneren 
fler Wand gewObnlicli einen Wert hat, der zwischen denen in den Ober- 
flächen liegt, so erscheint es zulässig, bei wandförmigen Körpern im Sinne 
Ton § 2, d. h. bei dünnwandigen Körpern, Ö3 gegenüber ö, und O2 zu 
vernachlässigen, also mit 

HU) (J3 = 

den Spannungszustand als einen zweiachsigen zu l)ehandeln. Unter dieser 
Annahme erhält man aus den Gleichungen (104) als Ersatz für die Glei- 
changen (110) für je zwei in der Fläche II III liegende rechtschnittige 
Spannungen öx und ofy, gleichviel, ob dies Hauptspannungen sind oder 
nicht, die Ausdrücke 

Ox = ., - A {nt tx + t,j) . 

(825) ■ "-' 

vi'^ — 1 



120 VII. Abschnitt. 

aus denen für den Sonderfall 6x = Sij^ d. h. für geometrisch Ähuliche De- 
formation der Netzfläclien I II (s. § 5) für jede in einer solchen FlÄchc 
liegende Spannung folgt 

(326) a. = Oy = -^—Esx = -^EBy. . 

Die Gleichungen (325) kommen insbesondere bei der Berechnung von 
Rotationskörpern in Anwendung. 

Die Spannungen Oz und Oy können längs einer Netzlinie III, die nor- 
mal zu den Wandflächen ausläuft, konstant bleiben oder sich ändern. Im 
ersten Falle hat die Beanspruchung Ähnlichkeit mit der reinen Zug- oder 
Druckbeanspruchung, im zweiten mit der Biegungsbeanspruchung. Wenn 
es möglich ist, eine Gefässwand so zu gestalten, dass keine Biegungsbe- 
anspruchung stattfindet, so ist es jedenfalls technisch vorteilhaft, da hier- 
mit die Materialausnützung eine möglichst vollkommene wird. 

Als wandförmige Körper können in der Regel Wasserbehälter, Dampf- 
kosscl, Gasbehälter, Röhren aller Art, Gerinne, Ankerplatten, Sohoiben- 
kolben, Deckplatten und ähnliche Gegenstände berechnet werden. Einige 
Beisjiiole enthalten die folgenden Paragraphen, zum Teil im Anschluss an 
Grashofs Theorie der Elastizitiit und Festigkeit, woselbst diese Aufgaben 
mit grosser Ausführlichkeit und mathematischer Vollendung behan^lelt 
werden. 



Die kreisföniiige el)ene Scheibe bei polarsymmetrischer 

Belastung. 

vi !M). Die Sciioihe habe den äusseren Radius / und die Dicke d = 'l(i, mnl 

OS werde, wie in dem ^ranzen Abschnitte, als ein kleiner echter Bruch 

angesehen. 

Sie werde belastet durch 1 Kräfte 'IJtK^ und 'IxK.i^ welche i\ber die 
Kreislinien mit den Halbmessern l\ und l'^ ffleichmässig verteilt sind und 
Zylinderkräfte heissen mö^'en, ausserdem durch den Flächendruck p 
von oben über die <ranze ScheibehHäclie jr/'^. Damit die Scheibe im Gleicii- 
•rcwicht ist. niuss <(»iii 

Die vor der Helastunj; cIkmk» Mittellhiche treht unter dieser p(dar- 
symmetrischen Heltistung in eine Rotationsfläche tlber, deren Meridianschnitt 



Die Festigkeit waodförmiger Körper. 
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i Fiß. 56 durch Kurve OE dargestellt ist. OE kann mit der elastischen 
Uegunifslinie des geraden Stabes verglichen werden, und, um diesen Ver- 
leicli zu erleichtern, bezeichnen wir, wie bei jener, die Abszissen mit ,r, 
je Ordiiiaten mit y, die Tangen tenwinkel (Biegungswinkel) mit ß. Wir 




\ 



---'.rii 



fr^-'-'r\ 



I I 
I I 
I I 



"ä 



-'--JJJ_ 



I \ 






Fig. 50. 



X 



M*tz«*n dabei voraus, dass // von niederer (irossenonlnun;: i>t wie (K und 
diisji ,9 so klein ist, dass f<iß ==■ ß jijesetzt wenlen kann. // hat liirr die- 
selbe Bedeutung wie ry in § 11. 

Wir betrachten die Deformation und das Gleich^ewieiit eine< keil- 
förmigen Elements von der Urdu» 2(K der i'adialen Läiiire d.*' und «ItMii 
Keilwinkcl d^ gegen Drehung uu) eine zur /f-Kielituntr i>aralh'l«' AcIino. 
Dabei mögen sich die Grössen t,, t.. o,, Ox auf dio Punkt«« d«T »»Imtcii 
Schoilienfläche beziehen, in denen ot^enhar ilie ^n-össte Spannuni: und Drhnunjr 
herrscht. Ist ferner .r -j- § die Länire, in wrlehe der jin die-er Flaeh«' 
liegende Radius eines Kreises von der ursprftnjrlirhrn liiiiiire ./■ iilMMireht, 
and nimmt man an, da^s eine anfani:< seiikrrrht«' (i«»radt' «'iiu' zur Kurve 

üE normale Gerade bleibt, so i^t ^ =' di»* i:rn>^st«» relative DflmuiiL: 

./• ./• 

des Halbmessers, und die-^e ist zuj;hM<'h dif Dohnuni; <i«'^ kfilfnrnntrtMi Kh- 

mentp in Richtung des mit Z parallelen Ki-eisbogens, »1. h. f.. . Wir 

fimlen daher 
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(;i28) 



^ a du a , a 
X da; X x 



Die Kadialdehnung Sx des Elements ist mit der Dehnung des Hallw 
niessers nicht zu verwechseln. In jedem Element dx des Halbmessers r 
ist hx verschieden, demnach ist 



also 

(32«) 



g = ßa =fexdx , 



dß dhi 



ff 



i\X 



dx 



In Anbetracht, dass für die Oberfläche Oy = ist, wird nach i^iVi'»}, 
unter Vertauschung von //, f„, ö,, mit z^ tx, öxi 



c:);W} 



m 



rt 



Ox= 2 .Eimy"']r 






m^—\ \ ^ xj 



^ 'Jl. 



s 



Gleichgewicht des elastischen Elements. 

Die Aniialniic ö,, ------ ist für die Oberflache wenigstens insoweit 

^i(•llti;.^ als in der Ucgol p von niederer Grössenordnung ist als Ox und 
(j.. Maciit man jodocii dieselbe Annahme auch für die inneren Material- 
punkte, so lio<;t liiorin eine grössere Ungenauigkeit, die nur bei dünneo 
Platten noch zulässi«; ist, hior aber im Interesse der Vereinfachung der 
K<'cbnung kaum ontbobrt >\ erden kann. Hiermit ergibt sich offenbar für 
O/ ein lineares Spannun^^sj^^esetz wie bei dem geraden Stab für die Hocke- 
Hern oulli sehe Hypothese und infolgedessen die Möglichkeit, die Spann- 
kräfte und die Spannungsniomente in den Flüchen des Scheibenelemeuts 
V\\L. r)0 in alinlieher Weise wie für den Stabquerschnitt nach (148) und 
kWS) mit Hilfe dei* ^'rössten Spannung auszudrücken. Sind Fi^ Fn^ Fr 
die Inhalte der inneren und äusseren Zvlinderfläche bezw. einer der beiden 
Kadialtläeben des elastischen Elements und IT,, Ha, W die entsprechenden 
Wicb'rstandsnioniente, ^o ist 



Fi = 2(i.rd(f , F,-^=2(i ./• -|- (!./• (if/ /', -|- 2^/d./(lf/. , Fr = 2(id.r , 



In^ 



]\\ ^ F, , \V,. = [[ Fi I- "'' d./df/; , 



(I 



u; = -3-i',. 
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Die in den drei Flächen herrschenden Spannungsmoniente sind sonach 

Mi = — ^Fiöx, 

Mr = —FrOx, . 

<?rlegt man Mr, dessen Achse mit X den Winkel bildet, nach X und 

', so erhält man als die um Z drehende Komponente der in beiden Ra- 
ialflächen wirkenden Momente Mr 

Mrx = — -^FrÖxd (p= ~ Cx^Xdq) , 

eiche von gleicher Grössenordnung ist wie 

o 0^ 3 dx 

Bezeichnet endlich r die mittlere auf F% nach oben wirkende Tangen- 

alspannung, so gibt xFi im Verein mit (r + ^ (}ix\Fa das Tangential- 

raftnioment 

Mt = ri'^dj:; = 2aj:rdxd9) . 

Setzt man als Bedingung für Gleichgewicht um Z 

Mrx + Ma + Mi + Mt = 0, 

folgt 

Sl) \ ^ — ö;, -I- 3 - r = . 

da; rr 



Gleichgewicht nach Richtung der Achse. 

Die in Gleichung (331) vorkommende mittlere Schubspannung r liefert j^ \ 
' die Zylinderfläche vom Radius ,/• die achsiale Schnitt kraft 

K) T^2a2jtJT , 

mittels deren sich die ausserhalb und innerhalb des Zylinders x wirken- 

n Vertikalkräft« nach Y das Gleichgewicht halten. 

Betrachten wir zunächst die Zone x >► l\ , so ist 

/- — x'^ 
1$) T = JtiP — x^p = ^LÜjtXT ^ also XT --= ' p 
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und danach die von r befreite Gleichung (831): 

Für die Zone {k^<^x <^ ^) ist hingegen 

(335) T=jt{P-x^p + 2xKy, 
also entsprechend: 

(336) '^g') _ö. = - -^ilt-x^)p + 2jr,] , 
während für die innerste Zone {x <C Ic^) sich ergibt: 

(337) •lg^)_ö, = -A[(?2_;,2)^ + 2Jr,-2Ä',]. 

Unter Berücksichtigung der Gleichungen (330) kann man zunächst 
chung (334) auf die Form bringen: 

welche sich durch die Abkürzungen 



noch weiter vereinfaclit zu 

X ) X 



(:«0) y"'^^J^i)^^ + Bx. 



Die erste Integration liefert 

cm) //"+ ■^' = .1 ln.r. + 5 ^' + Cf, 

oder 

(342) '^ ^"11 ^ = Axlnx -\- B^^- + G,x . 

Die zweite Integration liefert, sofern 

/ xlnx = ^ I hi:rd{,r^ ^-= (x^lnir — / xdx \ = (/?ix — .^ 
ist, nacli Division mit ;/* 



m) ,,'^l.{ln^-^ + B'-^+C,l^ 



x 
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le dritte Integration endlich: 



y-i 



^llnx--)--- 



+ ^^2 + ^''"4 +C.,lnx^C,. 



ler vereinfacht: 

M4) y = A -^(inx- i^ + B^^ + C^ ^' + C, Inx + C, . 

Diese Gleichung, in welcher die Konstanten C, , C2, C3 noch nicht 
ekannt sind, gilt zwar nur für a; > A:j ; man bemerkt jedoch leicht, dass 
ich für die beiden inneren Zonen nur die Bedeutung von .4 ändert. Es 
ird nämlich 

Mo) — r(l — "^i"^ — ri-r ^ = A für die mittlere Zone, 

h6) — / 1 ö — - rrK ^ = A für die innere Zone . 



Beispiel . 

Besonders einfach wird die Aufgabe für den Fall (Fig. 57) § 93. 

h^ = l , Ky = , 

.h. für die am Rande frei aufliegende, gleichmftssig belastete Platte. Hier 
t nach (327) 2K2=pP, also nach (346) .4 = 0, und nach (344) wird 

H7) 2/= + B^l + C, ~ + C,lnx + C, 

e für die ganze Platte von x = bis • ^J^ . 

= / giltige Gleichung der Meridianlinie. '^v^..^ ^-^^"^t 

lese muss im Mittelpunkt eine horizon- "^ "^ 1 — ^ " 

le Tangente haben, für x = muss also 
= Osein. Daraus folgt Cj = . Ferner 
rd für den Mittelpunkt 1/ = , somit 
ch C3 = 0. 

Zur Bestimmung von Cj dient hier der Umstand, dass für den Um- 
ag der Platte, also für x = /, überall Ox = ist. Mit 62 = fol^t 
s (343) zunächst 



X 
Y 

Fig. 57. 
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also nach (330) für x = l und Ox = 



y"= I Bx^ + \ C, , 



mi^::Bl^ + :; C\ + \BV^ + \ C, = , 



VH 



(348) 



^ 4 m + 1 



Hiermit ist die elastische Linie OJE^ vollständig bestimmt tlunli die 
Gleichung: 



(34») 



U 



x^ 1 3m +1 „0:2^3 tw2— 1 ^> 



32 



\ m ^\ 4/4 



w 



^rr» ' 



wolche sich auf ein bewegliches, im Mittelpunkt befestigtes Koonlinaten- 
systcMii bezieht und für x = l den Wert ergibt: 



(350^ 



Max (— y/) = - — - ^ - ' \; ' ^ 
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Ea'^' 



Avelcher zugleich die Durchbiegung oder den Biegungspfeil einer am Räude 
aufliegenden Platte unter dem Drucke p ausdrückt. Bezeichnet man noch 1 
di(» Dicke 2(i mit d ^ so erliült man die gebräuchlichere Formel für den 
Wert des HiegungspfeHs: 



z. 15. 'inv 

(:i:>2} 



Max 1/ - ^ ■ ^ ^ ^ 



IN 



Max // 



1 (3 m '^ 


i; ^7-* * 


■ 
f 

j 


• \ (xhT 


?w -^ 4 


0,0 < ,\ ... oder 


074^' ^' • 


^ 



Um nach r:>2s) und (;]21»') h^ und fjr zu tinden, berechnen wir nadi 
\')V.^) ll' und //" und eriialten für die untere Flüche der Scheibe, woselbst 
n dui'cii — u VW erx'tzen ist: 



:tr>:r^ 



(:i:)4 



t, =^ 



} '. 



11 (( :\m + 1 

8 ' Hl + 1 

II (f :\m + 1 

N ' )fl \ \ 



1^ 



/-5 — 









Iliernjuh er«/ei)en «-ich für x die ^n-össten. unter einander gleichen, Werte 



;ir)5) 



/ , 



1 '\m )- 1 ,, ,., 3 ^///— l;i,3/// -t- n p /- 



s /// + 1 



32 



i/i" 



En' 
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ich dem Rande zu nehmen dieselben ab, und für x=l wird in der 
iteren Fläche 

Die für die Bruchgefahr massgebende Zerrunj? wird nacli (355) für 

m == 3 und für m = 4 

Ö7) Max (J5;£r) = 0,83 i>[^^ oder 0,91 ^T^) . 

Da m = 4 den grössten Wert für Max {Esr) ergibt, so wird dieser 
ir die Berechnung von d zu benützen sein*). Soll z. B. Max(^fj) = © 
erden, so folgt 



J58) y = 0,95 y 



ä ^ . .. 1/ i> 



Verfahren in anderen ähnlichen Fällen. 

In anderen Belastungsfällen nimmt die Rechnung einen ähnlichen 
Erlauf. 

Für eine nur im Mittelpunkte unterstützte gleichmässi^ belastete § 94. 
Icheibe (Kolben) hätte man z. B. i^ == 0, A'j == zu setzen. 

Wäre die Scheibe am Rand befestigt (eingespannt zu denken), so wäre 
ie Konstante Cj aus der Bedingung y'= für x = / zu berechnen, 
eiche an Stelle der hier nicht mehr zutreffenden Bedingung Ox= tritt. 

Ist die Platte am Rande nicht unbeweglich befestigt, sondern in Ver- 
indung mit einem ebenfalls elastischen Körper, so bildet der Wert y' für 
en Rand, indem man ihn durch die elastischen Eigenschaften beider Körper 
Dsdrückt, das Mittel, um //' zu eliminieren. In dieser Weise ist z.B. zu 
erfahren, wenn die Scheibe den Boden eines zylindrischen Gefässes bildet. 

Ist die Scheibe nicht voll, sondern in der Mitte auf einen Halbmesser 
Q ausgebohrt, so ist nicht mehr //'= für x* = 0: hingegen ist, wenn 
?r innere Rand frei ist, für x = x^^ , ör = , welche Bedingung zur Be- 
immnng von C^ dienen kann. 

1) Die grösste vorkommende Schubspannung ftudet im Zylinder vom Uadiiis 
=- / und der Höhe d statt. Ihr Mittelwert ist x-=--i\bp . , für ?;/ - 4 wird 

so nach (368) t=*0,55 j5, und, da . ein kleiner Bruch ist, so kommt x für 
ie Brachgefahr nicht in Frage. 
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Die kreisförmige Scheibe von ebener Mittelfläche und 

ungleicher Dicke. 

S i)r>. Da sicli bei konstanter Dicke im allgemeinen eine angleiche Anstrengune 

des Materials ergibt, so liegt es nahe, die Dicke angleich zu machen. 

Für diesen Fall hat Stodola ^) die kolbenartige Scheibe unter Be- 
lastung durch ihr Gewicht behandelt. Hierbei bleibt der Gang der Rech- 
nung der gleiche bis zur Aufstellung der Gleichung (338). Vor der Inte- 
gration dieser Gleichung hat man ^> = 27a (7 das spezifische Gewicht «1er 
Scheibe) und a als F(;r) einzuführen. Stodola wählt 

a = cx^, 

unter c und )i konstante Zahlen verstanden, und zeigt, dass sich die Inle- 
jrration damit ohne besondere Schwierigkeiten durchführen lüsst. 

Ist die Protilform der Scheibe nicht bekannt, so kann man noch c und 
H so wühlen, dass für zwei Punkte, etwa am Rand und in der Mitte, die 
gleiche Bruchgefahr entsteht, d. h. © denselben Wert erhält. Man darf ; 
dann erwarten, eine nicht allzu verschiedene Anstrengung für verschiedeue 
;/' zu erhalten. Die Aufgabe», eine Profilform so zu bestimmen, da<is S j 
überall gleich gross wird, dürfte noch nicht gelöst sein. 



S in;. 



Die biegungsfreie GetVisswand eines runden Wasserbehälters 

mit senkrechter Achse. 



Die mittlere Meridian- 
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Vvr. r>s. 

1 Stotlola, l>ie l)ampftur])iiien, Berlin IIMM. 



linie eines Behälters hal»e 
die Gleichung ^ ^= F (jr\ 
und die X-Achse liege 
im Wasserspiegel. Die 
Wanddicke d sei so ge- 
ring, dass in erster An- 
näherung das Gefässge- 
wieht dem Wassergewicht 
^'egenüber vernachlässigt 
werden kann. liegt man 
dann durch den Wasser- 
körper einen zylindri- 
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len Schnitt vom Radius x^ welcher durch die Wand normal, also als 
jgelfläclie fortgesetzt ist, so ist 2jtx(l die Grösse der entstehenden Schnitt- 
iche in der Wand. Bedeutet öw die mittlere Meridianspannung, so ist 
nxdom cosa die vertikale Komponente aller Meridianspannkräfte. Diese 
uss mit dem Grewicht des durch den Schnitt umgrenzten Wasserköri>ers 

r = r 

O = 2jty I zrdr 

r = 



n Gleichgewicht stehen, unter 7 = 0,001 kg/cbcm das spezifische Gewicht 
es Wassers verstanden. Hieraus folgt 

r = X l\ 

15») <Jm=-; ^ ^ fzrdr 

' d cos a xj 



r = 



Ausser der Meridianspannung, welche bei gegebener Gefässform nach 
J59) berechnet werden kann, herrscht in der Wand noch eine Kreis- 
Minnung Ck und eine zur Wandfläche normale Spannung ö». Sind diese 
pannungen Haupt^pannungen, was bei biegungsfreier Beanspruchung an- 
inehmen ist, so darf die Netzgleichung (99) angewandt werden. In der 
omi 

«0) d/» + ö»'-ö» + ö*-«»=o 

dn Qm Qk 

Hieute dn ein von aussen nach innen gerichtetes Element der Wanddicke, 
« den Krümmungsradius der Meridianlinie, Qk den zweiten Hauptkrüm- 
Dogsradius der Wandfläche. An der Aussenfläche ist On = , innen da- 
gen (Jn = — Y2. Nimmt man an, dass der Druck von aussen nach innen 

eicbfömiig zunimmt, so ist 

don yz 

dn rf 

ird sodann noch in Gleichung (360) 6n gegenüber 6m und ök vornacli- 
isigt, Om und Ck aber für die ganze Wanddicke konstant gesetzt, so folgt 

•-V y^ 0,n . Ok 

BD ' ; = H "> 

(( Qm Qk 

16 Gleichung, ans welcher z. B. nach (359) für go^^ebcMio Gefässfornien 
eh ök zu 



1) Diese GleichuDg stimmt überein mit Gleichung I njich Intze in der 

133 angeführten Schrift; nur ist daselbst unser (^0 — ^) ^^^ -^ bozeiclnu't und 

i nnabbäogige Veränderliche verwendet, wodurch die (ileichung zweigliedrig 

rd. 
B ran er, FestigkAitslelire. 
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T — X 



(362) ö^ = ^ f ^ ^- " A^^O 

r = 

berechnet werden kann. 



Wasserbehälter ohne Kjreisspannung. 

§ 97. Aus Gleichung (362) lässt sieh leicht erkennen, dass öik = wird für 



T ■=. X 



(363) Q,n = —} — Ardr , 

^ xz cos aj 



r = 



dass es also im allgemeinen möglich sein wird, die Meridianlinie so zu 
wälilen, dass keine Kreisspannungen vorhanden sind. Zur Ermittelang der 
Form kann folgendes Verfahren eingeschlagen werden: 

Sind Xq = 0, Xi , X2 . . ^ Xn Glieder einer arithmetischen Reihe mit 
der kleinen Differenz Ax ^ so kann man näherungsweise setzen 



J 



r = s 



Zrdr-^ An " Än-i + XnZnAx , 
r = 



also 

A.n — \ ~h XnZn AX 



Qm cosa 



XnZ 



n 



Mit :r ^= beginnend, erhält man Qn =^, einen unbestimmten und 

üborhaui)t beliebigen Wert. Nimmt man fiir ()o irgend einen Wert an und 
scliliigt einen Kreis bis x^ , so ist 



(>i cos«, 



o\ z^ x^ z^ 



ein Ausdruck, dessen Grössen sämtlich bis auf q^ aus der Zeichnung ent- 
nommen worden können. Schlägt man mit (>j , dessen Grösse sich an;» 
der Gleicliun'! berechnet, den Kreis bis x -- x^. ^o folgt weiter 

-1, + ./'.. r., Ar Ay 

ih COS(;., r- ^ ' : ^ -U.S.W. 

V - " #' " /' ~ 

.' •) „ -f i» •» ~'» 

Setzt man di(» Meridianlinie in dieser Weise fort, bis sie den Wasser- 



1) In dieser Gleicbnng ist die I^">sung einer von Finsterwalder gestellten 
Preisjuifgabe in der Zeitschrift der Matlienintik und l*liy>'ik ISIIH S. <>4 enthalten. 
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Ijiegel erreicht, so können je nacli der Wahl von Qq die folgenden be- 
onderen Fälle eintreten: 
Es kann werden 



für £' -- , 



x^O, 



«^90^ 



Soll für X oder a hier ein bestimmter Wert, etwa x=0 oder « = 90^ 
rreicht werden, so ist Qq nicht mehr beliebig, sondern indirekt be- 
timmt. Qq spielt die Rolle einer Integrationskonstanten, durch deren Wahl 
ine dieser Spiegelbedingungen erfüllt werden kann, wennschon nur durch 
ine Reihe von Versuchen mit verschie- 
lenen Qq . Für rr — ^ im Spiegel erhält 
las Gefäss die in Fig. 59 dargestellte 
jestalt eines umgekehrten Luftballons. 

Die Bedingung Ok ^- hat in der 
Tat für den Luftballon praktische Be- 
lentung, sie entspricht dem Zustand der 
Bildung leichter Meridianfalten in der 
MonhüUe. 

Für ein aus Metallblech hergestelltes 
reföss würde es keinen Zweck haben, 
lese Bedingung ganz oder näherungs- 
reise zu erfüllen, es sei denn, dass 
feridianrippen zur Verstärkung der 
leche angebracht sind. 

Für bestimmtes Qq bei gegebenem Zq ergibt sich ein bestimmtes Vo- 
im. Bei konstantem Verhältnis zwischen q^ und z^ erhält man geome- 
isch ähnliche Gefässformen . Da sich deren Volumina verhalten wie die 
itten Potenzen der Qq oder z^, so ist es leicht, ein für beliebiges Volum 
' gefundenes Gefäss fttr ein gewünschtes anderes Volum zu dimensionieren, 
'nn es ist z. B. 




Fig. 59, 



ff 

^0 =^^ 







■ r; ■ 



Wasserbehälter mit Meridian- und Kreisspannung. 

Mit Rücksicht auf die Poissonschen Gleichungen (104), welcho für 
n vorliegenden Fall, wegen ö, = und öj = Om , <iio Form 

Ol: 



Es, =- ö 



^\)H. 
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annehmen, kann es vorteilhaft scheinen, Ok möglichst gross, also, da es 
nicht grösser werden soll als ö,n, 

Ok < Om 

zu nehmen. 

Führt man diese Bedingung in (361) ein, so folgt 



Qm Qk ~ OmCl 



oder, nach (359), 



(S64) ^ +^->-^4-co8a. 

Qm Qk - / = ^ 

fzrdr 

r = 

Auch diese Gleichung kann analog dem vorigen Beispiel behandelt 
werden, indem man für jedes neue Interval Jx dei\jenigen Wert für p« 
durch Probieren sucht, welcher die Gleichung erftillt. Dabei kann Qk als 

KrOmmungskreis des Tangentenkegels zu Ok = - gefunden werden, da 

cosa 

nach dem Meusnier sehen Satze*) der KrOmmungsmittelpunkt fDr das 

Scheitelelement des zur Mantellinie normalen Kegelschnittes in der Achse 

des Kef^els liegt. 



Beanspruchung des Behälters bei teilweiser Füllung. 

§ 99. Ist in einem der vorher besprochenen Fälle bei ganzer Füllung 

Behälters ö* = oder Oit = öw, so wird Ok mit sinkendem Wasserspiegd 
kleiner. Vermindert sich z. B. 2^ um c, so geht Gleichung (362) über in 



«=T 



r ■= T 

1 / 

Z — C — 



r = T 

/(z — c)rdr 
J 



oder 



XQm 

r = 



ö*= ^f 



r = T 
YQk" 



z — (' — \ zrar — ]\ 

XQm cosaKJ 2 /J 



r = 

endlich, mit der Bezeichnung Ok* für r = 0. 



1) S. M('moire Hur la courbure des surfuces, M^moir^ des Savante dtnoge» 
t. 10 (lu 177Ü) 1785. 
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365) 



Oi 



= «.•-«!«(.- 



X 



2Qm COSCC 



Hiernach kann bei teilweiser Füllung für 0** = 0, d. h. wenn der 
volle Behälter keine Kreisspannung hat, bei teilweiser Füllung 



(SM> 



X 



d \%Qm cosa 



IKHitiv oder negativ werden, und zwar ist Ck ^ für x ^ 2()m cos« 
Dieser Umstand ist wohl zu beachten. 



Beanspruchung von Ringkanten. 

Eine sehr wichtige Folgerung ergibt sich noch aus (361) für (),h=o, ^ l()0. 
d. h. für den Fall einer Ecke in der Meridianlinio, also einer Kanto in 
der Wandfiache. Dann ist offenbar 

(Jifc = -f x: , 

woraus folgt, dass solche Kanten bei einer Behälter- Konstruktion ver- 
mieden werden müssen, es sei denn, dass die Ringkante die An^ritl'slinie 
Piner über die Ringkante verteilten Kraft ist. Wenn p die Grösse einer 
Ringkraft pro Längeneinlieit bedeutet, so ist p an die (ihMchuiig ge- 
bunden 



(»7) 



p = "ICmd sind , 



(T, 



tn 



za deren Begründung ein Blick auf die 
Zerlegung der Krüfte nach Fig. HO ge- 
nügt, in welcher 2(J den Winkel be- 
'Wotet, welchen die Meridianlinie an diT 
f<ingkante bildet. Dieser Fall liegt ins- 
iesondere an den Auflagekanten der 
n tze- Behälter vor. 




O'trt.d 



Fig. ÜO. 



1) 8. Forchheimer: Über eiserne Wa«ser-, Ol- und (»:isl>ehalt«Tbas>iiis 
lach den Berechnungen und Konntruktionen de» Profewor» Intze in Aachen, 
Schillings Journal tur Gasbeleuchtung 1884, S. 705. 
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Fig. Gl. 



Kanten, an denen Riugkräfte niclit vorliau 
sind , müssen kräftige Verstärkungsriuge erhall 
welclic gewöhnlich aus Winkeleisen gebildet wtn 
die als Ersatz für eine Zone von der Form Fig. 
dienen, für welche Qm nicht ist, sondern • 
kleine endliche Grösse hat, deren Wanddicke 
sich nach den angegebenen Gleichungen berecl 
lässt. Aus (367) geht zugleich hervor, dass y 
Ringkraft ein gewisser Meridianwinkel 2 6 
sprechen muss, wenn die Wand biegungsfrei 
spannt sein soll. 



Kegelförmige Wasserbehälter. 



§ 101. 



Ist die Wand kegelförmig, so wird Qm = ^, also nach (861) 



\ 





:\ 


i 


\ 


^ 


\ :\ 


/ 






, . 


y 


\^ _ _ 


h 


- 


=/ 


^ 


/ 

\ 


7 




"^i 


/ 


f 



/ 



6k = V Qk , 



oder, wenn nach dem Meu>ii 
sehen Satze (s. Anm. S. 13*2) 



Qk 



, tang« 

= C^ü— -) __. 



cos « 



(368) 



Fijr. ()2. 



Ilieniacli ist 



gesetzt wird. 



7 , ... tanga 

(l cos« 



Ok - '» für 



"M 



und ,: ---- 



lind ('S findet ein Maximum statt 



kWX 



Max r)k 



I 7 . ., tan^'ß 
I d ''•' vo>a 



für 



.) ^0 



Ferner ist 



-o 



— /• etgc also IS. (ileiehniiir '».'»O) 



r - . 
• 1/' 

r : i) 



h 



r :- .;• 



r - X 



r — r 



~' I '* >'i> — *' ^'tff<f d>- ^ :„ / ri\r — ct^a j r'^dr , 

r . (I r - it 



r n 



i)der 
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r = X 



/• 



zrdr = -—: 



Zf^X' 



X' 



ctg« 



lud damit nach (359) 

m 



r = 



Cm ^^ 



d\2cosa 3 sin«. 



Hiernach ist, sofern x --^ {Zq — z) tang«, öm = erstens für z --= Zq 
md zweitens fftr den imaginären ') Punkt z = — k^o - 

In der reellen Strecke zwischen z = Zc. und z = ^ bleibt öm immer 







lositiv, und es findet statt ein Maximalwert 



311) 



Max 6m = 



-1 ^1 



tang« 



1 



16 d ^ cos« 



für z = - Zq 
4 



Die ftkr Ck und Cm gefundenen 3 Punkte gentigen bereits zur Ver- 
eichnung von Kurven (Parabeln) für Ckjz und Cmjz , aus denen sich weiter 
lach den Gleichungen 

Ök 



i?6l = Om — 



m 



^ m 



lie Zerrungen als Kurven darstellen lassen. Im Besitz dieser 4 Kurven 
lann man sich weiter entschliessen, ob man d mit Rücksicht auf Zerrung 
der auf Spannung berechnen will (s. § 124), und ob man etwa zur Er- 
ielung gleichmässigerer Anstrengung die Wand aus Zonen von verschiedener 
Widicke zusammensetzen will. 



Kugelförmige Wasserbehälter . 



Bei kugelförmiger Wand wird Qm = Qk^ 
so nach (361), wenn fttr Qm und Qk einfach q 
setzt wird, 



?2) 



7^ 1 / IS 



Mit r = ()cosa und z == Zq — (>(1 — sin«) 
lält man für die Halbkugel Fig. t>3 



f 



t s 



1 








r ---■-' 


r \ 


! V----^ 


\ 


r/ 



.— .;r ->* 



Fig. 63. 



1) Imaginär, weil die Wandfläche nicht se- 
it reicht, und weil das Resultat einen über dem Spiegel negativen Druck 
aussetzt, was der Wirklichkeit nicht entspricht. 



102. 
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r = J- a 



I zrdr ^= I Q cos« Zq — p (1 — sin«) d ((> cosö) , 

r s= T n 

r = r a IC 

1 ^/il/'— -(>-((> — io) / ^^"^^ cosöda — Q^ I sin^« cosad«. 



r = u X X 

2 tf 



Führt man die Integration aus und setzt den gefundenen Wert in ;i5V 
ein, so erhält man, mit x = q cosa 

,r _ YQ f -0 —QQl— sin»a\ 
^"'■~ c/ V 2 +3 cos^^r 

und weiter nach (372), da 2" = 2^ — (>(1 — sina), 

7 (>/-?„ — Q t Q sinket + 3 sina cos^cr — 1 

"^^ ^ d\ 2 "^3 ^2^ ) ' 

Mit « ^= ^ eri^ehen heide Gloichungt^i nach Beseitigung der unl 

stimmten Form für den tiefsten Punkt denselben Wert 








(>o = ^ . ' 



weh'her Hir .: -^i,, und Om =0b auch aus (372) hervorgeht. Diese Spaiiim 
ist dii' j,'rn<stc in der llall»kuj?el vorkommende. Ftir a = erhalt man 

ihn = o.. ■ 1 — \ ] . Ok ■---■■ (;„ 1 — .,-: ' • 



lieiinspruclumg einer kruinineu Wand durch übenill 

<j:leichen Nonnaldruck. 

;j 1(^3. Handfit r^ sich wicdtT um «'inen Iiotatioii>kr)rper, so folgt, inden» 

durch // cr>etzt wird, au< .'J.M^ und au^ ;3<rJ^^ 

•6i*} On. . . .' , o/. - - , Qk \ —• . , ; 

l. JJiirkhjiusi'ii, w«lt h«T dli' iiitr fiitwickclU'ii Formeln für Kii^ilhüi 
wniiiMlinii in rtwari aiMh'ri-r Form, in fincni Vortraj^ über „Nouere Funneu 

Flüs>i;j:kcitsbohäIt('r*, Zrltsrhr. di'> Vereins ileutscher Ingenieure 189<> S. 1 

5 
mitteilt, wei^-t besonders darauf hin, da>.H ;„ > .^ q «ein muss, damit die Ki 

Spannungen nicht nejrativ werd«*n, d. h. keine Druekspaniiungen entst^ 
können. Aun ohijrer (flri<hiin'r geht diis unmitten>ar hervor. 
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£. fOr eine Eugelfläche, 

mit Qm == Qk = Q und x = q cosa , 

,4) ö„ = ö* = -^J, 

)iiach fOr die überall und nach allen Wandrieb tungen gleicbe Zerrung folgt: 

75) Es, = Es, = ^- ' 7- . 

* ^ 2m d 

Für einen Kreiszylinder wird ()„t = oo, also nacb (361) 

i6) ö* --= ^J- • 

Hierbei sei hervorgeboben, dass p aucb negativ sein kann, was einem 
isseren Überdruck entspricht und einen negativen Wert ö*, d. h. Druck- 
aiinung in der Kreislinie, zur Folge hat. Gleichung (376) gilt daher 
r zylindrische Dampf- oder Gasbehälter, sowohl bei innerem wie bei 
isserem Überdruck, wennschon unter Vernachlässigung der Bodenwirkung, 
i (leren Berücksichtigung die Aufgabe einen durchaus anderen Charakter 
winnt.^) 

Die zylindrische Wand bildet den Übergang vom wandförmigen Körper 
im gekrümmten Stab. Ein zylindrischer wandförmiger Körper kann offen- 
ir auch als gekrümmter Stab aufgefasst und demgemäss berechnet werden, 
as auch dann ohne besondere Schwierigkeiten möglich ist, wenn der Zy- 
nler unrund ist, oder, wenn eine ungleichmässige Druckverteilung statt- 
idet. In beiden Fällen ergibt sich nicht reine Zugbeanspruchung, sondern 
lg und Biegung. 

Die Festigkeit der Gewölbe. 

Die im Bauwesen gebräuchlichen Gewölbe aus natürlichem oder künst- § 104. 
liem Stein sind Wandkörper, bei deren Belastung man bemüht ist, einen 
glichst biegungsfreien Spannungszustand herbeizuführen. Ist diese Ab- 
lit erreicht, so gibt sich dies bei Aufsuchung der sogenannten Stütz- 
ien oder Stützflächen dadurch zu erkennen, dass dieselben mit der 
itrallinie des Gewölbes oder der Mitteltläelie zusammenfallen. 

Biegungsspannungen werden um so leichter eutsteheii, je kleinor dir 
Immung der Wölbfiäche ist. Sind beide Hauptkrümniungsradien (>, und 

1) 8. Grashof, Theorie der Elastizität und Feistigkeit 8. 337. 
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Q2 unendlich, so entsteht die ebene Platte, die man nicht mehr als Gewölbe 
bezeichnen kann. Dieser ungünstigste Fall scheidet daher an dieser Stelle 
aus. Ist einer der beiden Krümmungsradien unendlich, so entsteht das 
zylindrische oder Tonnengewölbe, dessen Theorie auf den gekrümmten Stab 
zurückführt (s. § 103). 

Bei doppelt gekrümmten Gewölben wird sich am leichtesten der 
biegungsfreie Zustand annähern lassen. Je vollkommener dies gelingt, qid 
so richtiger wird man den Spannungszustand unter Zuhilfenahme der Ketz- 
gleichung (99) beurteilen können. Im Unterschied zu den Gefösswänden 
sind die auf ein Gewölbe wirkenden Kräfte im allgemeinen nicht normal 
zur Wölbfläche. Bildet daher die Belastung p der Flächeneinheit mit der 
Fläche den Winkel a, so ergibt sie nur die Normalkomponente p sina. 
Hiernach erhält man unter Vernachlässigung der Komponente p cosa die 
mit (361) analog gebildete Netzgleichung 

p sina , ö, , ^2 _ ^ 
— d- + ^ + (>,-^' 

unter d die Wölbdicke verstanden. 

Ist das Gewölbe ein Rotationskörper, so erhält man wieder eine mit 
(359) analog gebildete Gleichung zur Berechnung der Meridianspannnng, 
nach deren Kenntnis aucli die Kreisspannung gefunden werden kann. 

Da CS üblich ist, die Gewölbe graphostatisch zu berechnen, so kann 
davon abgesehen werden, diese Aufgaben ins einzelne zu verfolgen; auch wird 
es, nachdem die Analogie mit der Berechnung eines Wasserbehälters erkannt 
ist, keine Schwierigkeit haben, das dort benutzte Verfahren zu übertragen. 

Eine Roüie verdienstvoller Versuche mit Gewölben, darunter 5 grossen 
Gowölboii aus Bruclisteinmauerwerk, Ziegelniauerwerk, Stampfbeton, femer 
mit einem Moniergewölbe und einer eisernen Bogenbrücke, sämtlich von 
23 m Spannweite, im Auftrag des Osterr. Ingenieur- und Architektenvereins 
ausgeführt, sind in dem Jahrgang 1895 der Zeitschrift dieses Vereins Nr. 20 
bis 34 ausführlich i)cschrieben. In den daran angeschlossenen Berechnungen 
wird das Gewölbe als elastischer Bogen aufgefasst. 

Bei allen iiierher gehörigen Aufgaben ist meist die Bedingung zu 
erfüllen, dass o^ und Ö2 nicht grösser als werden, dass also nur Druck- 
spannungen stattfinden, da das Steinmaterial für Zugspannung unzuver- 
lässifi; ist. 
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von gedrungener Form. 



Allgemeine Vorbemerkmigen. 

Wie schon in § 2 bemerkt, begegnet hier die rechnerische Ermittelung § 105. 
des Deformations- und des Spannungszustandes den grössten Schwierig- 
keiten. Während dieser ohne grossen Fehler bei den stabformigen und bei 
den wandförmigen Körpern als ein- oder zweiachsiger aufgefasst werden 
konnte, ist bei den nach drei Dimensionen entwickelten Körpern nur in 
Ausnahmefällen eine ähnliche Vereinfachung zulässig. Von solchen Fällen 
abgesehen, sind nur wenige Aufgaben mit dreiachsiger Spannung einer 
strengeren Berechnung zugänglich. Dieser Nachteil ist, wie schon S 2 
angedeutet, nicht so gross, wie es wohl scheinen könnte, da einerseits 
neben der allgemeinen ßerechnungsweise immer noch ein Rechnungsweg 
Mf Verfügung steht, welcher den Spezialversuch mit ähnlichen Körper- 
formen zum Ausgang nimmt, andererseits aber die Fälle in der Technik 
nicht gerade häufig sind, in denen man die Anwendung ganz unberechen- 
barer Körperformen nicht vermeiden kann. Dann aber handelt es sich 
meist um Gegenstände von nicht erheblicher Grösse, welche ohne grossen 
Verlust viel stärker als nötig gemacht, oder welche auf dem Wege des 
Experiments vor ihrer Verwendung geprüft werden können, oder um solche, 
die infolge massenhafter Verwendung unter Ausnutzung guter und schlechter 
Erfahrungen nach und nach richtige Abmessungen und Formen empfangen 
haben. 

Nicht selten sind auch gerade bei den hierher gehörigen Körperu die 
anstieren f&r den Spannungszustand massgebenden Bedingungen so wenig 
bekannt, dass sie nur geschätzt werden können. 

Wir beschäftigen uns in diesem Abschnitt zunächst mit einigen Fällen, 
in denen der allgemeine Rechnungsweg angewandt werden kann, um sodann 
im folgenden Abschnitt den Weg des Spezialversuchs zu erörtern. 
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Spannungszustand in einem hohlen Kreiszylinder mit paral- 
lelen Endflächen bei Paralleldehnung und gleichmässigem 

Manteldruck. 

§ 106. Weuii die Länge s des Zylinders durch Parallelbewegung der End- 

flächen um den Betrag Js vergrössert wird, so nimmt jedes zur Achse 

parallele Faserelement an dieser 
Verlängerung mit dem Betrage Cxd^' 
teil, und es ist 

/sxds = As, 

Hätte überall €x den konstanten 
Wert €i, so würde, wie in § 47 an- 
genommen wurde, e* = • L^^^ 

s 

sich auch diese Annahme im luDcm 
des Körpers nicht prüfen, so ist sie 
doch wahrscheinlich genug, um liier 
als Deformationshypothese einge- 
führt zu werden. Diese Hyi>othese 
^^g- ^'^- würde auch das Parallelbleibon der 

Querschnitte zur Folge haben. 

Für ein in der XZ-EhGwv Fig. 64 liegendes inneres Element sind 

dann tx = 6i^ ey und e, Hauptdehnungen. Ist g die Verlängerung von z, 

r 
so crliUirt die Kreislinie 2jt^ die Verlängerung 2jt^, sonach ist Sp = ^ - Die 

1 y 

Vergrösserung eines LiingonclenuMits d^ ist -, d-?, sonach die relative Deli- 
nung tx = ^- Für die drei llauptdehnungen ist somit 




1377) 



fr -^ / 



l ? 



i'J--= 






hx = 



Az 



Daraus folgt woitcr für dio Volunuh'linuiig 



(37H) 



'' ^ h + : + 



k\Z 



und tür die Poissün>chen Gleichungen (106) 
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(S79) 






m 



p. ^ 



w + 1 V^* "*" /« — 2 

m + 1V-2' "^ m— 2/ ' 

— ^-(^^ + ^ 1^ 
m + 1 \d2: m — 2, 



Aus der letzten dieser Gleichungen folgt durch Differenzieren : 



(880) 



äöx 
dz 



mE 



(m + 1) (m — 2) 



{m 



-nf^ 



Uz'^ ^ dz\z 



Da anter den gemachten Annahmen die Hauptspannungen des Elements 
die Richtung der Koordinatenachsen haben, so gelten hier die Netz- 
Rleichungen (99), und diejenige, welche ftlr das gedachte Element das 
Gleichgewicht nach z ausdiückt, lautet, da der eine Krümmungsradius z, 
der andere 00 ist. 



(S81) 



dOx 1 , . 

dz z^ ' 



de, 



Führt man für ^^, öy, 0% die Ausdrücke aus (379) und (380) ein, 



m 



so folgt nach Division mit — .—:. E 

m + 1 



m 



— 2 dz\z) "*" m — 2 dz'^ z\z dz) ' 



und, nach weiterer Vereinfachung, 



a> 



dz^ 



Die erste Integration dieser Gleichung ergibt 



(38S) 



- + ,^ = konstant , 
z dz 



nnd, da die linke Seite nach (377) Sy + €*, d. i. die P'lächendehnung im 
Querschnitt ausdrückt, so erweist sich diese nach (383) als konstant. Da 
auch £, als konstant angenommen und fj + «v + f v = ^ die Expansion 
ist, so ist auch diese in dem Körper überall gleich gross. Die konstante 
Flächendehnnng kann auch mit c — f j bezeichnet und in (388) an Stelle 
der Integrationskonstante gesetzt werden. Damit ergibt sich 



[m) 
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Multipliziert man beiderseits mit zdz, so folgt 



oder 



Sd^ + ^dg 

d(e^) 



--{e—si)zdz, 



und nach einer zweiten Integration 



(386) 



Cz-^-{r- 



o;+6v 



Hiernach ergeben sich die Dehnungen 



(386) 



f»^ 



? 



e — €, 
2 "^ -2 



+s. 



d^ 2 52' 



welche in den Gleichungen (379) vorkommen und, daselbst einpef 
diesen die P^orm geben: 



(387) 



Or 



o,r- 



Ox 



./+l^('»+m-~2)' 



m 

m + 

m 



1 \ 2 ^ 2 (wt — i 



(wt — 2) 



c 



1 ■, 2 ^ 2 im — 2) 



Aus d(M- lotztcMi dieser Gleicliungen kann man e und C bestini 
indem man sie auf die Randpunkte 



mit 



>•■; 



anwendet. Zunächst erhält mau 






— Ih 

- Ih 



und weit<T 



388^ 



m + 1 
mE ^'' 



9 ' •) 



m 



1 {m — 2) 



(' 



m + 1 
m E 



Pi ■ - 



in 






1 ( m 



C 






r 



m + 1 
))i E 



/ 1 / .1 



1 , ^ ' l ' 2 



2 ^m H- 1 ) (;// — 2^ ;>, /•, - - -p^ >'•> " , )fi --2 
E m^ > -o -I- 



r- i— >• 2 



IH 



I • 
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''ahrt mau diese Koustantcn in (3H7) ein, so folgt 



ö _ i^i V_— iV:2^ , (£i_— -£2) _ *J_!.V_^ ^ 

" /*• 2 '»•2 ^2 -1^ 2 Y 2 

^2 '^ — rj 2 ^2 ^^ 2 __ jijj 2 



Paralleldehnung ohne Manteldruck. 

ie Gleichungen (389) enthalten das bemerkenswerte Resultat, dass Cy § 107. 
X nicht von b^ abhängig sind. Wäre z.B. p^ und p^ = ^» ^^^ 
innen noch aussen ein Manteldruck vorhanden, so wird 

Cx = Ee^ , öfy = und ö« ^^ . 

t ist für einen Hohlzylinder bewiesen, dass die Parallelbewegung 
idflächen nur einen einachsigen Spannungszustand hervorruft, wie in 
zunächst ohne Beweis, für jeden prismatischen Stab angenommen 
Da rj ganz beliebig ist, so kann der Fall rj = kaum eine 
ime bilden. Das eben gefundene Resultat gilt sonach auch für einen 
Kreiszylinder, der Spannungszustand ist also einachsig. Dieses 
t ist durchaus nicht unmittelbar einleuchtend. Vielmehr liegt die 
tige) Meinung nahe, dass infolge der Querkontraktion auch Quer- 
ngen entstehen. 
\v p = findet man 

yn m 

hervorgeht, dass die Poissonsche Konstante, welche niittols 
rversuchs für die Obertiäche gefunden wird, auch für das Innere des 
Is gilt. 

. ÖT nach (387) tiberall denselben Wert hat, so ist dies aucli für 
Iflilchen der Fall. Diese Voraussetzung Ijlsst sich experimentell nur 
verwirklichen und überhaupt nicht bei Zu^'versuchen, da man hier, 
i Stab einzuspannen, Verstärkungsköpfe anbringen oder Reibunjj: 
usseren Druck hervorbringen muss, so dass 2> + <^ i^^- Hierdurdi 
es sich, dass sich bei p]xi)eriiaentierstäbon an den Enden meist ein 
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etwas anderes Vcrhaltcu ergibt als in den mittleren Teilen. Bei Dnnk- 
versuchen entsteht an den Endflächen eine gewisse radiale Reibung, so (ias> 
auch hier der Zustand nicht streng der vorauszusetzende sein wird. 



Beanspruchung des Zylinders durch inneren oder 

äusseren Druck. 

?:i 108. Weitere Spezialfälle ergeben sich für ^2 = und ^, 4^ oder ftr 

p^ = und P2 ^ 0. 

Im ersten Falle, d. h. bei einem Zylinder von nur innerem 
Druck wird 



(390) 



2 p r ^ 
ÖT = Ee^ + ~P ^—2 (unabhängig von z) , 






r> 



für ^ = r, . 



Fftr Ov orhiilt man mit z = 7\ den der Annaiime entsprechenden Wert 

ö, = — i>, . 
Unter Benntzunp: der Gleichung (110) 

(391) Ee, = a,-''''^''' 

orhält man ferner, wenn ör -—- <> i^^t , für z ^= r^ 

(392) 






oder, mit der Abkürzung' Ee,, --^^ © , 



(393) 






Boi äusserem Druck, also ^;, =0, wird 



3W^ 



(> 



r - 



- Ee^ - 



Ih ''2 



o„ - - 



2 y>.> )\ 2 



(unabhängig von ^) 



;• 



2 



für .: ^^ r, 



ferner, für 0. = (K 
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j' 



^£, = 1-Mi_ ftr z = n 



m r^'^ — r- ^ 



Eey 
Esx 



■2 - 



PjJ-j 



'>• 2 -i« 2 

'2 ' ' 



1 



2 



m r2 ^ — /*! ^ 



w 



n 



n »? w 



www 



Hier wird J5Jfa? = Esx die grösste Zerrung. Diese gleich © gesetzt 
, wenn © nicht überschritten werden soll, 



\) 



t2V> 



W© 



i/ W© — 2^2 

Soll ein gewisser Grenzwert von — Esy, er heisse ?ß, nicht über- 
itten werden, so folgt 



i) 



'»•,\2 



* 



Für einen Vollzylinder, d. h. rj = 0, wird hiernach 



8) 



m 



5ß = 2/;2. 



Dickwandige Hohlkugel. 

Tj sei der innere, /^ ^^^ äussere Radius, j>| der innere, p^ der 

sere Flächendruck. Betrachten wir ein 

der ^- Achse liegendes elastisches Element, 

. 65, so gehe dessen ursprüngliche Koordi^ 

? z über in z + i;. Hieraus folgt (s. § 106) 



§ 109. 



r 






«1? 

dz 



'■=2: + ,,: 



Da ferner die Kugel mit dem Radius z 

Netzfläche, der Radius selbst aber eine 

dinie ist, so gilt die Netzgleichung (99), 

he, da nach der Vorzeichenregel S. 38 

= — z ist, im vorliegenden Falle lautet 



z: 




^-^^^ 




y 







drr« 2 , . 

dz z ^ 



Fig. 65. 



Braaer, Festigkeitslehre. 
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Nach (399) und (110) folgt weiter 



(401) 



\ m — 2/ m — 2 \^z z j 

'^ V m — 2/ w — 2\ d^ »' 



und hieraus 

(402) *^'-'^-=-2<^-'d.(f;' 

sowie 

(403) ^;^=_2Ö / d^g .^^ 

^ ' i\z m — 2l^ &z^ dz 

Mit Einführung der Ausdrücke (402) und (403) in Gleichung i4 
folgt sodann 

oder 

(404^ .l(;;f) + 2d(]) = o, 

integriert, unter e zunächst nur die Integrationskonstante verstanden. 
(-WS) ''^"+2^=c. 

Da nach (399) die linke Seite dieser Gleichung die Expansiiui 
(s. S 10), zeigt sonach (405), dass die Expansion konstant, d. h. u 
häiiait,' von .: ist. 

Indem wir die Gleichung' (405) mit .:-d^ multiplizieren, erhalten 



oder 



intej^'rierl 



.:^<IC -I- 2:^d.: = t'^^d. 



(l(^ip = ez'^dz. 



-rS 













— 


<' .. -1- c 


oder 














(406; 








W 




c C 
3 -'' 


endlieli. 


aus 


(in.'» 


und 


4<h; , 






(407 








d^ 


— 


3 ".-' 
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Mit Einführung der Ausdrücke (406) und (407) erhält man aus (401) 



T!. für m 



2Gr + ]'- + % 

JH — 2 3 z^ 



\m — 2 8 






4: 



5 



0,-^ Cre+ ^, 



<7v = Jöc- 



4GC 



Die noch unbestimmten Konstanten e und C folgen ans den Rand- 
'ilinjiungeu: 

Ox = — i>i für z = f\ ^ 

Ox = — Pi „ Z = U . 



Hiermit ergeben die Gleichungen (409) 



e 






(i 



3 



6' 



4(7 



i^2 



r. 



. :i 



y > 



ind man erhält 



410^ l G v = ^^f^ ^' [2 ' ^ _j f . p 



_0>i — i^i^^'i^'-i^ 



>•> -^ — )\ 



A 



Hohlkugel mit innerem Überdruck. 

FQr Kugeln mit innerem Druck kann der äussere, p^^, meist ver- 
achlässigt werden. Dann wird 



§ 110. 



:$ 



1 



3 



4(^(7 = 



_ ihn^^i^ 



1 



1 



,' 3 



7* 



1 



:t 



1(1 nach (409) erhält man die von m unabhängigen Ausdrücke 



11^ 



Or = 



Ih ^'l "^ 



/•. 



. 3 



/•.3 



' + 273, 



0.= {^' '■•-.. fl 



3-. 



/'• 






^3 



Die Zerrungen Ee^ und £^f^ sind nach (399) einander gleich, also 
nach (110) Oy = Cx und weiter 

- , Lex = 0. — 1 ^ 



EEx = Ox — 



m 



ni 



10* 
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oder nach (411) mit 7h = 4 



(412) 






Diese Gleichungen zeigen, dass wegen z <^ ^2 der Wert Eix st 
negativ ist. Derselbe kommt für die Festigkeit nicht in Detracht. J 
erreicht sein Maximum für z = 7\, Bezeichnet man diesen Wert mit 
so wird 

oder 

3 

Während diese Gleichung für m = 4 gilt, findet man allgemein 

3 

/•, _ l/2 ^« (5_+^ (m — 2)i>, 
^ /•, r 2 >//'© — (>/i — i) ;>i 

In f^doicher Weise wie für inneren Druck Iftsst sich auch für auss 
Druck der Festigkeitszustand ermitteln, dodi liegt hierfür kaum ein i> 
tisches Bedürfnis vor. 

Zu betonen ist, dass sich vorstehende Untersuchungen nicht • 
w(Mt('res auf Ku^'elteile, z. B. Halbkugeln anwenden lassen, weil hier 
geometrischen Bedin^unfren, welche die Gleichungen (399) ausdrücken, 
welche darauf beruhen, dass der Keilwinkel des Elements Fig. 05 
elastischer Deformation einer vollständigen Hohlkugel unverändert bl 
nicht erfüllt zu sein brauchen. 



Die Schubspannungeii im geraden Stab infolge 

biegender Kräfte. 

ij 111. Bczeiciinen wir, wie in §4(3, mit Tv die nach ^gerichtete Schnittk 

komponente in dem Querschnitt eines auf Biegung beanspruchten ger 
Stabes, dessen Schweri>unktsachse die A'-Achse ist, so ist nach Gleichung ( 
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Während für den Fall der reinen Biegung (§ 52) Tx = ist, was 
hei dflnnen Stäben auch in andern Fällen näherungs weise gesetzt werden 
<iarf, ist bei kurzen oder relativ dicken Stäben diese Vereinfachung nicht 
allgemein zulässig. 

Tx oder fxzxdF ist bei statisch bestimmten Aufgaben als Resultante 
aller auf einer Seite des Querschnitts wirkenden biegenden Kräfte gegeben 
und kann z. B. aus Gleichung (150) {y mit z vertauscht) berechnet werden. 
Zur Ermittelung von Xix selbst genügt aber diese Gleichung nicht. 

Die naheliegende Annahme, es sei Xxx überall im Querschnitt gleich 

Tx 

gross, also t»x=-^, ist unzulässig, denn sie verträgt sich nicht mit dem 

ia § 32 behandelten Oberflächenzustand. Ist der Querschnitt zur XZ-Ebene 
symmetrisch, so wird in den in dieser Ebene liegenden Punkten der Ober- 
fläche T« = 0. Ist der Querschnitt auch zur XI"-Ebene symmetrisch, so 
muss eine Funktion, welche Xxx durch die Querschuittskoordinaten ausdrückt, 
aus ähnlichen Erwägungen wie den in § 76 angestellten, für symmetrische 
Punkte gleiche Werte für Xxx ergeben. 



Die Schubspannungen im rechteckigen Querechnitt. 

Für den rechteckigen Querschnitt würde diese Bedingung z. H. durch § 



die hypothetische Gleichung 

(415) 



Xxx = To — mz'^ 



in einfachster Weise erfüllt, in welcher To die Schubspanuung in der neu- 
tralen Linie, m einen unbekannten konstanten Faktor bedeutet. 

Setzt man (415) in Gleichung (131) ein, so erhält man, wenn 2h die 
Breite, 2 c die Höhe des Rechtecks ist, mit dJP - 2?m1.:, 



= c 



(416) 

integriert also 

(417) 



2b 



f{T^-,nz-^)iU^T,, 



X = — C 






Für ^ = c oder ^ = — t wird r^v = 0, also nach ^^41 5) 



m 







c' 
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Da ferner 4bc = F ist, so folgt nach (417) 

3 T- 

(418) Max Txx = To = ,^ j^ » 

sowie allgemein nach (415) 

(419) ^-^|(l-Sy- 

Hiermit zeigt sich, dass unter den gemachten Annahmen die prösste 
Schubspannung in halber Höhe des Querschnitts stattfindet, und dass sie 
^2 i»al so gross ist wie bei gleichmässiger Verteilung über den gauzen 
Querschnitt. 

Xaclidem r^v durch Gleichung (419) als Funktion von z gegeben ist, 
Ox aber aus Gleichung (173) ebenfalls für jedes z {ij mit z, H mit J zu 
vertausclien) berechnet werden kann, so besteht die Möglichkeit nach (43) 
die Hauptspannungen für jedes z zu ermitteln. Da jedoch Xxx, für die neu- 
trale Linie, Cx für die Randpunkte, den grössten Wert annimmt, so ge- 
nügt es meist, diese Werte zu berechnen. 

Auf die Festigkeitsgefahr hat Tq mitunter bei Holzbalken einen ent- 
scheidenden Einfluss, weil hier der Fall Fig. 10 eintritt, in welchem die 
IIauptsi)annungeii o^ und o^ um 45*^ gegen die Faserrichtung geneigt sind, 
also die geringe Spaltfe^^tigkeit des Holzes stark in Anspruch genommen 
wird. 



Die Scliubspannungen in beliebigen einfach symmetrischeu 

Querschnitten. 

§ 113. Ist schon beim rechteckigen Querschnitt die hypothetische Gleichung 

(415), nach welcher die Schubspannungen berechnet wurden, nur ein ein- 
facher Behelf ohne Anspruch auf strenge Richtigkeit, so beruht bei anders 
geformten Randlinien die übliche Berechnung der Schubspannungen auf 
Hypotiiesen von noch geringerer Zuverlässigkeit. Von einer allgemeinen 
Behandlung dieser Aufgabe, wie sie z. B. Grashof durchgeführt hat, kann 
hier um so eher abgesehen werden, als ein wesentlicher Einfluss der Schub- 
sj)annung auf die Festigkeitsgofahr erst bei so kurzen Stäben stattfindet, 
da^s die Bezeichnung ,,Stab" kaum noch am Platze ist.*) Es mag daher 



1) S. Grashof, Theorie der Elastizität und Festigkeit S. 132. 



I 

J 
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genügen, unter Bezug auf Fig. 66 den Gedankengang der Untersuchungen 
Grashofs anzudeuten. 

Ist der Stab frei von achsialen Kräften, so ist die Resultante der Zug- 
spannungen, welche auf der einen Seite der neutralen Linie herrschen, 



-•— ^ 



dS S 



•-H*- 



'dk 




Fig. 66. 

benso gross virie die Summe der Druckspannungen auf der anderen Seite. 

(ach der Bernoullischen Hypothese (§ 50) ist ö^= ö«. Die Rand- 

pannung Ca ist aber für die biegende Kraft jBT und den Krafthebelarm i 
ach (162) 

t20) 






Bezeichnet hier S die Schnittkraft des halben Stabquerschnittes, 
5 ist 

a 

Bl) S=foAF = ~fz^\F. 

Mit der Abkürzung 







r22) 



fzAF = W„ 







r das statische Moment des halben Querschnitts, bezogcMi auf die neutrale 
inie, erhält man aus (420) und (421) 



23) 



S^K^j^k. 



In einem Nachbarquerschnitt ist die entsprechende Schuittkraft 



24) 



,S' + (l,S'=J?^'*(Z- + «n-)- 
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Die Differenz dS sucht das zwischen den Schnitten liegende Element 
auf der neutralen Ebene zu verschieben. Die Anhaftfläche ist hier \^}c. 
Bezeichnet sonach Tq die mittlere Schubspannung Zxx in derselben, so winl 
Gleichgewicht nach X bestehen, wenn 






h„r^i\k = K-7 U 



ist, Oller, wenn in der neutralen Ebene die mittlere Schabspannang 

<*'-») '. = f f 

stattfindet . 

In entsprechender Weise findet man für eine Ebene im Abstand z von 
der neutralen Ebene (s. Fig. 66) die mittlere Schubspannung r^x, die hier 
abgektlrzt mit r bezeichnet werde, durch die Gleichung 

^4.t>; ^— h J ' 

unter 5UJ das statische Moment des der Strecke a—z entsprechenden Quer- 
schnittsteiles, verstanden, welches durch die Gleichung 

a 



(427) fz<\F 



detiniert wird. 








Aus (-12:») 


und i 


;42f)) folj.'t 




(428) 




T 

Tu 


b w„' 


aus (420) und 


(425) 






(«») 




Tu 
0., 


n h^^ k 



Wahrend beim rechteckigen und auch beim kreisfömiigen Querschnitt 
To den ^rössten im Querschnitt vorkommenden Wert von Txx, also auch 
von Tjx darstellt, kann nach (428) dieses Maximum ausserhalb der neu- 
tralen Linie des Querschnitts liegen. Das ist z. B. der Fall bei einem 
über Eck belasteten Quadrat; solche Fälle sind jedoch Ausnahmen. Umso 
wichti^'cr ist daher Gleichung' (-l'-^Ö)? ^^^ welcher man leicht erkennen kann, 
ob die (in der Rej^ol prrösstc) Schubsj)annun^ To im Vergleich mit ö« eine 
beachtenswerte Grösse hat. 
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Für den rechteckigen Querschnitt von der Breite h wird z. B. 

2», = ^*», also ^« = 14^.= «. 
"2 öa 2 abQk 2k 

Wäre der Stab so lang wie hoch, d. h. i* == 2«, so erhielte man hier- 
nach Ta = -^. Bei rechteckigem Querschnitt erreicht daher Tq eine be- 
4 

achtenswerte Grösse erst für so kurze Stäbe, dass die Bernoullische 
Hypothese, und damit die Grundlage der ganzen Rechnung dann nur noch 
als rohe Näherung gelten darf. 

Für Walzeisenträger wird wegen des dünnen Steges 7>q relativ klein. 
Hier ist daher mitunter bei kurzen Trägern auf Tq Rücksicht zu nehmen. 

Die Spannungen Tq und r wurden als Mittelwerte der txx oder Txx 
in den Linien b^ oder b des Querschnitts bezeichnet. Während beim Recht- 
eck mit hinreichender Wahrscheinlichkeit anzunehmen ist, dass die Schub- 
spannungeu in allen Punkten einer Breitenlinie b untereinander gleich sind, 
ist eine Verschiedenheit umso wahrscheinlicher, je grösser der Winkel g) 
ist, welchen die ümfangstangente in den Endpunkten von b mit der Z- Achse 
einschliesst. Wenn, wie üblich, für den Randwert von Xxt der Mittelwert 
T nach Gleichung (426) gesetzt wird, so liegt hierin eine vereinfachende 
Annahme, welche mitunter ziemlich unrichtig sein kann, deren Ergebnisse 
daher mit Vorsicht zu benutzen sind. Da in den Randpunkten des Quer- 
schnitts die Gesamtschubspannung Tx nach § 32 und § ^3 die Richtung der 
Umfangstangente haben muss, so erhält man unter der eben erwähnten An- 
nahme nach (426) 

l430) Tj: = = ; 7 

cosg) b cos^ J 

als grösste in der Linie b vorkommende Schubspannung. 

Im Innern des Querschnitts müssen die Schubspannungen normal zu 
den Netzlinien gerichtet sein, welche in Fig. 21 mit 111 bezeichnet sind. 
Um solche Schubspannungen zu veranlassen, müsste aber eine ebenso ge- 
richtete gegenseitige Verschiebung der Elemente benachbarter Querschnitte 
stattfinden, welche von Punkt zu Punkt verschieden und daher nicht 
möglich ist, ohne dass die Querschnitte sich krümmen oder deformieren, 
d. h. in ihrem Verhalten von der BernouUisclien Hypothese abweichen. 
Eine strengere, aber für praktische Zwecke wohl zu umständliche Biegungs- 
theorie mOsste versuchen, diesen Widerspruch zu vermeiden. 

Aus den vorhergehenden Betrachtungen hat sich ergeben, dass die 
grösste in einem Querschnitt vorkommende Scliubspannung Max r grösser 
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ist als der bei gleichförmiger Verteilung sich ergebende Wert r,. Bo- 

X* 

zeichnet man das Verhältnis beider mit t, setzt also 






Max T „ 

SO ist t ein von der Gestalt des Querschnitts abhängiger Faktor, z. B. für 
das Rechteck f = ^/j nach (418), für den Kreis t= ^/a- Für solche Quer- 
schnitte, für die Max r = Tq ist, erhält man nach (425) 

(Ml) < = f »•■ . 

Fände keine Krümmung der Querschnitte statt, so wäre / derselbe 
Faktor, welcher in den Gleichungen (254) und (255) vorkommt. In Wirk- 
lichkeit wird jener Wert meist etwas kleiner sein als nach (431). 

Zu beachten ist, dass in den Gleichungen (425) und (426) nicht das 
bie^^'ondo Moment selbst vorkommt, sondern nur die Kraft K. Die Gleich- 
untren gelten daher auch für solche Punkte eines Stabes, in denen M = 0. 
also auch 1)^=0 ist, und die man infolgedessen Inflexionspunkte nennt. 
Weil hier ö, --^ ist, kann man den in einem solchen Querschnitt statt- 
tindendon Si)annun*j:szustand reine Schub Spannung nennen. Für den- 
selben wird nach (43) ö, = t, Oo = — r, ö^ = und nach (104) 

±j£ = - T. 

m 
Wenn dieser Zustand durch scherenartige Wirkung hervorgerufen wird, 
so ist die Voraussetzung, dass in unmittelbarer Nähe des betrachteten Quer- 
schnitts keine Mantelkräfte wirken, nicht erfüllt. Da auf diesen Fall die 
Gleichungen (425) und (426) keine Anwendung haben, so ist z. B. die ge- 
nauere Untersuchung der Festigkeit einer ^Nietverbindung ein sehr ver- 
wickeltes Problem , dessen strenge Lösung bis jetzt noch nicht erfolgt ist. 



Biegung eines einracli gekrümmten dicken Stabes in einer 

Ebene durch ein Kräftepaar. 

§114. Die bei schwacher Krt\mmung nälierungsweise zulässige Annahme, dass 

die durch die Keihenfolge der Schwerpunkte definierte Zentrallinie bei reiner 
Biegung ihre Länge nicht ändert, wird mit zunehmender Krümmung immer 
ungenauer. 
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Ist der Quadrant Fig. 67 mit einem Endquerschnitt befestigt, am an- 
deren Endquerschnitt durch ein rechtsdrehendes Kräftepaar von dem biegen- 
den Moment M belastet, so wird ein be- 
liebiges durch zwei Radialebenen begrenztes 
keilf&rniiges Element vom Keilwinkel da 
in ein solches vom Keilwinkel da + d/9 
übergeführt, wenn die Querschnitte 
Ebenen bleiben. Unter dieser Annahme, 
welche strengeren Ansprüchen hier noch 
weniger gerecht wird als bei geraden 
Stäben, findet sich für die neutrale Achse 
ein bestimmter Abstand Vq von der Krttni- 
mungsmittellinieJ) Infolge der Drehung 
des beweglichen Querschnitts um die neu- 
trale Achse, welche hinfort Nullachse ge- 
nannt werden möge, beschreibt der End- 
punkt eines Faserelementes rda den kleinen Weg (/* — »*o)d^. Die Deh- 
nung dieser Faser ist sonacii 




Fig. 67. 



(432) 



t ^= 



r — /o d/9 
/• da 



und die zum Querschnitt normale Spannung, falls der Spanuungszustand als 
einachsig. anfgefasst wird, nach dem Hookeschen Gesetz 



(«8) 



( 



1 



r. 



\ 



r ] d a 



Offenbar mass, wenn keine Einzelkraft wirkt, die Gleichung 



oder 

(4M) 



/•ö(]jP=Ü 



^:f(^-.F)-" 



erfUlt, sonach, mit der Abkürzung 



n 



R. 



1) Die Bezugsgrösse r^ hat R. ßredt eingeführt (s. Zeitfschr. d. V. d. Ing. 
1895 8. 1054). Durch ihre Benutzung vereinfacht sich die Kediuung insofern, 
als die Drehung nur vom biegenden Moment, die Dehnung nur von der Zug- 
kraft abhängig erscheint. Die Resultate stimmen mit denen Gras ho fs genau 
öbereini wie auch Bredt hervorhebt. 
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(435) 



sein. 



/•< 







F 
R 



Die Funktion R möge das Divisionsmoment des Querschnitts in- 
bezug auf die Krümmungsachse heissen, sofern es die Summe aller FlächeD- 
elemente dividiert mit ihrem Abstände von der Krtlmmungsachse darstellt. 

Der Biegungswinkel d/9 ergibt sich aus der Gleichung 

(436) för^F = M, 

welche, mit Substitution für c aus (433), lautet 



(437) 



E\^^{frAF-r,F) = M. 



Dabei ist frdF das statische Moment des Querschnitts inbczug anf 
die Krümraungsachse, für welches Frs gesetzt werden kann, unter r« deo 
Schwerpunktsradius verstanden. Man erhält sonach 



(438) 



da 



Ji 

{rs-r,)F 



und weiter, nach Gleichung (433), 



(439) 



a= 1- 



r Fe ' 



wenn c die Exzentrizität Vs — /q, d. h. den Abstand zwischen . Nullachse 

und Schwerachse bedeutet. 



§ lir>. 



Wirkung einer Einzelkraft auf das elastische Element. 

Die NuHachse hat die Ii^i^enschaft, dass eine zu dem elastischen Ele- 
iiieut normal trerichtete Einzelkraft P, welche die Nullachse schneidet, den 

Winkel da nicht verän(h'rt. also ' =0 ergibt. 

da 

Um dies zu beweisen, werde der zunächst unbekannte Abstand der 

Kratt I^ vom Krümmun^rsmittelirnnkt mit x bezeichnet, der konstante Ik*- 

tra^' aJM'r, um welchen sich untrr dem EinHuss von P alle Faserelemente 

7(la, also auch /„da, verlängern, mit dA. Hiernach erhält man 



d;i 



f.i 



d>l 
^.d(c ' 



also 



r, 





r 



w 



und unter Aiiwindung des llookeschen (jeset/e> auch 
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(-WO) ö = ^? öu • 

Führt man diese Beziehung in die Gleichung /ödF == P ein, so 
erhält man 

/d /^ 
— oder P = Vq öq E , 

während bei Einführung in die Momentengleichung fardF = Px 

{-m Px = r,o,F , 

also X = -^ — = ^ und 

nach (435) 
(44S) ;>f = / 

folgt, wodurch obige Behauptung bewiesen ist. 

Ersetzt man in Gleichung (442) x durch r,), so wird 

m) «0 = ^ . 

d. h. die Spannung in der Nullachse ist so gross, als wäre in dem Quer- 
schnitt Oberall gleiche Spannung. Tatsächlich ist dies nicht der Fall, viel- 
mehr folgt aus (440) und* (444) 

m) ^-'rF' 



Gleichzeitige Wirkung eines Kräftepaares und 

einer Einzelkraft. 

Da sich innerhalb der Giltigkeitsgrenzen des Hookeschen Gesetzes § 110. 
die durch mehrere Kräfte hervorgebrachten Spannungen aus den Einzol- 
spannungen summieren, so entsteht durch M und P^ wenn P in der Null- 
achse angreift, fftr ein Element im Abstand r vom Kiünimungsniittolpunkt 
nach (439) und (445) die Gesamtspannung 

(«6) « = '; l + (i - ';') F,. ■ 

Die Dehnung in der Nullfiiser ist, unabliänKig von iV, 

P 



m) 



EF ' 
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die Beugung' (s. Jj 53) bezogen auf die Längeneinheit der Nullfaser nach 
(438), unabhängig von P, 



(448) 



d^o 



7 eFE 



Eine im Siliwerpunkt angreifende Kraft P kann durch eine ihr gleicho 
in der Nullachse und ein Kräftepaar 3/= Pe ersetzt werden. Sie ergibt 

P 

die überall gleiche Spannung a= p, wie beim geraden Stab, nicht al^er 

li ^ 0, sondern /^=,.^^^,- 

Mit den Ausdrücken für Sq und B ist die Berechnung der elastischen 
Wirkun^'cn eines dicken gekrümmten Stabes auf das für dünne Stähe an- 
gegebene Verfahren im V. Abschnitt zurückgeführt; nur tritt hier die Null- 
faser an die Stelle der Zentrallinie. Hiermit ist auch für dünne krumme 
Stäbe der Weg für die Lösung statisch unbestimmter Aufgaben vorge- 



zeiclinet 



Das Divisionsmoment P 



'=/"f 



sj 117. Die Piereclinun'x der Funktion P durch Integralrechnung ist schon für 

Knrven, die sich durcii eine Gleichung leicht ausdrücken lassen, umstand- 



a 




Fig. (iS. 



Hell. Kinfach und in allen Füllen anwendhar ist hingegen ein von Bredt 
angeirehenes graphisches Verfahren, welches in Fig. (58 für einen halben 
Kreis(iuorschnitt dargestellt ist. 
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Bedeutet a eine beliebige als Einheit dienende Strecke, so ist auch 

J r J r 
\r den Halbkreis, Fig. 68, ist aber di'^=/'dr, also 

50) uR^fy-dr, 

51) oder, wenn f=u gesetzt wird, 

52) aR= fudr. 

Berechnet man u für eine hinreichende Anzahl von Kreispunkten oder 
niittelt es durch die in Fig. 68 angedeutete Konstruktion mittels ähn- 
;her Dreiecke, so kann man punktweise die Kurve w/r darstellen, deren 
ächeninhalt U=/iidr ist. Planiraetriert man die Fläche, so erhält 
an U, damit das Divisionsmoment 

53) Ii = ^^ 

a 

•wie nach Gleichung (434) auch den Nullradius 

F 
154) /'o = jjf^ ' 

Die Kurve ur hat noch einige bemerkenswerte Eigenschaften. Ändert 
lan die willkürlich angenommene Strecke rt, so sind die entsprechenden 
r- Kurven untereinander affin. Ihre horizontale Sclnverachse ist, wie sich 
■icht zeigen lässt, die Xullachse. 

Für rt=r0, eine oflfenbar auch mögliche Annahme, wird nach (454) 
' = F, Bezeichnet man das Trägheitsmoment dieser Fläclie inbezug auf 
ie Nullachse mit «/q, so ist 

J^ =/r^dU— Fr^^=frhidr — Fr^^ = /V^^/'dr — Fr,;^ 

_ r./rfdr - Fr,^ = r.frdF - Fr,'^ = r,Fn - Fr,'- 



bo , da r« — r,) = (' , 

55) Ji) = i\^f'F. 

Führt man J^^ in die Gleichungen (446) und (448) ein, so erhält 
in 
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Fflr den geraden Stab wird der Nallpankt zum Schwerpunkt. D 
geht Jq über in das Trägheitsmoment J der Fläche j^ bezogen auf d 
Schwerachse, r^ in r*, und r — ro erhält die Bedeutung von jy in § 
Man erhält mithin aus (456) die für den geraden Stab bereits früher 
fundenen Gleichungen 

P M jy M 

^ = i^ + /'' ^ = jrg' 

deren näherungs weise Anwendung fOr dünne Stäbe in § 65 hiermit d 
träglich gerechtfertigt erscheint. 



Die Belastung eines rotierenden Hohlzylinders durch J 

Zentrifugalkraft .^) 

§ 118. I>ie Netzgleichung für ein elastisches Element unterscheidet sich 

von Gleichung (381) nur insofern, als (p^ nicht Null, sondern für 
Winkelgeschwindigkeit co 

g>x == — oy'^z 
ist. Man erlialt daher nacli (09) 



Fi'inrr (jrelten völlig uiiverilndort die Gleichungen (379) und (38t> 

,,d-'S . d /CV 

^'"-'^d-2 + dA:-) 



d; ' ,/// -]- 1' >in- T 



-0 «lass ^iih aus (lie«on uinl (4r»7 «lic zu u3s2) analoge Gleichung 

.4.)8- d;N-i-d(''^-i- '"-' • ";-->'y;,-d.^-o 

(1 : in in - 1} n <f 

orjribt, aus wolclicr nach der Al>kiirzunK 

/// -j- r ///--2 vß- ., 
^ in m — V h ' (j 

«iurcli ciiu' (Mstc Integration fol^'t : 



1. (irossnuinn, ÜIkt den Ersatz der Schwungräder durch rotier 
Scheiben nnd die Spannnrjp'U in ch-nKelben. Verhandlungen des Vereins 
l^elordernng des (U-werbflt-isses 188:i S. 2V\. 

(Jrübler, Der Spannungszustand in Schleifsteinen und Sehmirgelschei 
Zeitschrift des Verein» deutselier Ingenieure 18J»7 S. 8<J0. 
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(«0) 



5+iS+^^+^.-o. 



Weiter erhält man durch Maltiplikation mit z^z 



und, nach einer zweiten Integration, 

m) 



.^^ + f^' + f-^' + ^^ = ^- 



Hiemach ergeben sich analog zu (386) die Dehnungen 



(«2) 



B, = e- (e, + £.) = e - (J- + Ji)= e + ^' ^2 + C, , 



d^. 



= S __ 



N 



8 



- z 



Ol Cj 



2 ^ __ ^ 



* Az 8 2 ^ ^*' 



Bitteis deren sich ans den Poissonschen Gleichungen (379) fflr die drei 
Huptspannnngen die AnsdrOcke ableiten: 



(46S) 



Öx = 



^A l^^C^^l^e 



m 



^(-f ^^ -| + 



a 



«j — 2 



e ; 



m + l \ 8 2 w — 2 



2' ' 



7W + 1 

4- 1 \ 8 2 ■ w — 2 • 2: 

in denen e unbekannt und nicht fQr alle Teile des Zylinders konstant ist. 

Sind die Stirnflächen frei, so ist daselbst überall a^ = 0, und, da die 
Xetzlinien für öx mit der Achse parallel sind, so folgt nach den Cauchy- 

sehen Gleichungen -r-^ &= 0, wonach auch im Innern des Materials überall 

dO/ 

Cz Null ist. Aus der ersten der Gleichungen (463) folgt dann 



(4M) 



7n — 1\2 V 



ood damit erhält man aus (463) für Cy und 6x 



m 



(MS) 



".— ,ir.L-,^('"r''^'''+"'t''^' + ("' 






c, 



-.-^ii<Y-^^^+^'-r-^.-^'''-^);^ 



Braner, Festigkeitslehre. 
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Rotierender Hohlzylinder ohne Oberflaxjhendruck. 

§119. Ist die iDnere und die äussere Zylinderfl&che druckfrei, so ist 

^ = ^1 nnd för js: = r2 die Spannung ö, «= 0, und hiernach ergeben 
zur Bestimmung der Integrationskonstanten C| und C^ die Gleichung( 



(466) 



3 m +1 
8 



Nr,'i + -J^C,-^im^l)^, 



3m + 1 ^r 
"8 



7?2 + 1 
2 

m + 1 
2 



AV2^+"^:r^C.-(m-l)^^^, 



= 0, 



= 0, 



aus denen folgt 



(467) 



I 



('^ - - i"^)^'''"' ■ 



Hiermit erhält man aus (465) und (459) 



(468) 0, =:■/'!- ^ 



r, 2r 2^ 



(3m + l) r,2 + r2'^ + --*-V'- -(m + 3).--^ 



(''i-i)H 



und es zeigt sich, dass der grösste Wert von öy deijenige ist, flür w< 
z am kleinsten ist, nämlich 2' = ?'i. Derselbe ündet sich zu 



(469) 



Max a„ =^ 






wahrend man für s = r^ crliält 



(470) 



Min öy -= 1 + 1 r- n 



Für z. B. m = 4 wird 



-».-H©'+'r:;-''' 



Nachdem die Hauptspannungen überall bekannt sind, können hi 
analog wie beim ruhenden Zylinder, die Zerrungen berechnet werdet 
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denen Esy die für die Festigkeit massgebende ist. Für die Innenfläche 
ist, da öx = und öx = 0, der Spannungszustand einachsig; sonach wird 
daselbst Esy = M,&xöy^ kann also nach (469) berechnet werden. Von 
weiterer Verfolgung der Aufgabe kann an dieser Stelle abgesehen werden . >) 



Die Oberflächenfestigkeit. 

Bei den stab- und wandförmigen Körpern sind die durch Berührung § 120. 
mit anderen Körpern entstehenden Spannungen an der Berührungsstelle für 
die Festigkeitsgefahr belanglos, und bei ersteren sind, wie sich gezeigt 
hat, die gefährlichsten Punkte von diesen Stellen oft sehr weit entfernt. 
Man pflegt daher den Zustand an den Berührungsstellen bei sperrigen 
Körpern überhaupt nicht näher zu untersuchen, sondern den sehr ver- 
wickelten Vorgang der Berührung durch eine mathematische Abstraktion, 
die konzentrierte Kraft (§ 46), zu ersetzen. 

Bei gedrungenen Körpern ist es nicht immer möglich, dem schwierigen 
Berührungsproblem auszuweichen. Überall, wo Maschinenteile, sei es unter 
mhendo^n Druck, sei es unter rollender oder gleitender Bewegung, aufein- 
ander wirken, tritt es dem Ingenieur entgegen und führt zu Betrachtungen, 
welche im Grunde auch in das Gebiet der Festigkeitslehre gehören. Aber 
auch hier hat sich die Praxis des Maschinenbaues seither im allgemeinen 
damit begnügt, die Erfahrungen des Spezialversuchs für verwandte Auf- 
gaben zu verwerten, ohne die allgemeine, vom Körperelement ausgehende 
Theorie zu benutzen. 

So sind es nur die mit den zylindrischen oder ebenen Gleitflächen der 
Zapfen geroachten Erfahrungen, nach denen man den zulässigen Normaldruck 
derselben beziffert. Ebenso richtet sich der Druck von Rollen, z. B. von 
Eisenbahnrädern nach den mit diesen gewonnenen Erfahrungen, und Ähn- 
liches gilt für die gleitende Berührung der gekrümmten Flächen bei Zahn- 
rädern und Hebedaumen. 

Mehrfach ist jedoch der Versuch gemacht worden, auch diese Aufgaben 
mit den Gesetzen des elastischen Elements in Zusammenhang zu bringen; 
und nach wertvollen Vorarbeiten von Grashof und Winkler ist es dem 



1) Während die Zentrifugalbelastung zylindrischer Körper insbesondere bei 
Kchnell rotierenden Schleifsteinen in Frage kommt, hat die Dampfturbine das 
Problem gestellt, eine rotierende Scheibe so von der Achse zum Rande hin zu 
Terjfingeo, dass die in den Gleichungen (465) auftretende Spaunungsabnahme 
ferschwindet oder vermindert wird. Hierüber s. StodoJa, Die Dampfturbinen, 
Berüo 1904. S. 132. 

11* 
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berübmteD Physiker H. Hertz ^) gelangen, anter Benatzang von Funktionen 
der Potentialtheorie den Spannnngszastand an der Berahrungsstelle zweier 
Körper von beliebig gekrümmten Oberflächen allgemein anszadrücken. Hier- 
mit ergab sich zugleich ein Verfahren zu einer wissenschaftlich befriedigen- 
den Verkntlpfung des Begriffes der Härte mit der Festigkeitslehre. Bei 
dieser Arbeit, von deren vollständiger Wiedergabe hier abgesehen werden 
rousS) ist das Hookesche Gesetz za Grande gelegt; auch ist angenommen, 
dass das Material an der Oberfläche sich ebenso verhält wie im InDem 
eines Körpers. Hertz erklärte seine Theorie als der Prüfung durch das 
Experiment sehr bedürftig, da er selbst nur wenige Versuche und zwar mit 
Glas angestellt hat. S triebeck 2) hat sehr sorgfältige Versuche mit Stahl- 
kugeln angestellt, welche für diese die Hertzsche Theorie bestätigen. 

Sind r^ und r^ die Radien der sich berührenden Kugeln, und ist 
a = Vi + r2 der Mittelpunktsabstand bei Punktberührung, so berechnet 
sich nach Hertz für den Berührungsdruck P die Verminderung von a zu 

(471) -J«= V23j/^I(lT^, 

der Durchmesser d der entstehenden kreisförmigen Druckfläche wird 

3 

(472) ./= 2,22 1/^^-^^. , 

die prössto im Mittelpunkt der Druckfläche entstehende Druckspannung 

3 






1 \^ 4P 

- =1,5— ^^ 



Die in diesen Gleichungen vorkommende Summe -\ ist bekannt- 

lieh die sogenannte relative Krümmung der beiden Flächen. 

Um die Gleichungen auf die Berührung zwischen einer Vollkugel i\ 
und einer Hohlkugol ?-2 anzuwenden, ist der Krümmungsradius der letzteren 
als negativ einzuführen. 

1) Dr. H.Hertz, Über die Berührung fester elastischer Körper und über die 
Härte. Verhandlungen des Vereinn zur Beförderung des Gewerbfleisses 1882 . S. 449. 

2) Striebeck, Kugellager für beliebige Belastungen. Zeitschrift des Ver- 
eins deutscher Ingenieure 1901 S. 73. Wenn Striebeck im Verlauf dieser 
Versuche die zulässige Spannung viel höher fludet als die Elastizitätsgrenze 
für einachsige Zugspannung, so erklärt sich dies durch den Zustand dreiachsiger 
Druckspannung, welcher an der Berührungsstelle herrscht, im Hinblick auf 
§ 125. 



Korper von gedruDgener Form. 165 

Während es sich bei dem Hertz sehen Problem um ruhenden Druck 
andelt und wenigstens für r^ = r^ die Hertz sehe Annahme gerecht- 
BTtigt erscheint, dass in den Berührungsflächen keine Schubspannungen 
lerrschen, die Flächen selbst also Netzflächen sind, muss diese Annahme 
iberall fallen, wo Gleiten stattfindet. Ist SR der Koeffizient der gleitenden 
ieibuttg, so ist diese Schubspannung 

474) T = 9t(-ö), 

inter ( — ö) den Berfihrungsnormaldruck verstanden. Findet kein Gleiten 
ftatt, so ist T unbekannt zwischen den Grenzen 

475) < T < 9t (- ö) . 

Die Aufgabe ist dann statisch unbestimmt. 

Bei Anwendung von Schmiermitteln ist 9i so klein, dass r fflr die 
Festigkeitsgefahr belanglos bleibt. Wesentlich ist jedoch die Wärmeent- 
wicklung, welche, falls sie gross wird, die Festigkeit in unzulässiger Weise 
herabsetzen kann und zwar sowohl durch Wärmespannungen wie durch 
Veränderung des Elastizitätsmoduls und der Elastizitätsgrenze des Materials. 



IX. Abschnitt. 

Der Modellversuch und seine Verwertung. 

Anwendung des Kickschen Gesetzes. 

S 121. Werden zwei Körper aus gleichem Material und von geometrisch ähn- 

lichen Formen, Kräften von ähnlicher Lage und Richtung unterworfen, so 
werden nach einem von Kick^) aufgestellten Gesetz ähnliche Deforma- 
tionen hervorgebracht, wenn sich die Kräfte verhalten wie die Quadrate 
des linearen Verhältnisses. Werden die beiden Körper mit I und IL 
zwei homologe Längen mit Z^ und I2, zwei homologe Kraft« mit P, und Pj 
bezeichnet, so wird, mit der Abkürzung 1^:1^= ;t, nach der Voraussetzung: 

(476) A- A = ^'^• 

Die geometrische Ähnlichkeit der Veränderungen bedingt die Gleichung 

/tl2 : J/, = ^2 : Zj . 
Ft\r Längen-Elemente ist also 

Ad f., __ AiMi 

d/./"^ d/, ' ''•*'• ^''—^' 

und, wenn das II 00 ke sehe Gesetz gilt, auch 

Kräfte, welche der Gleichung (470) genügen, werden sonach auch 
gleiche Spaiinungszustände und gleiche Fostigkeitsgefahr hervorrufen. Als 
Beispiel für Gleichung (470) kann der Druck zwischen zwei Kugelpaaren 
von je gleichem Kadienverhältnis dienen, Hat das eine Paar die Radien 
;*, und JVj , das andere die Radien r^ = A^i, J?2 = '^-'^i» ^^ erhält man 
aus Gleichung (473) I\ : I\ =- ;.'-', d. i. Gleichung (476). 

1) Kick, Das Gesetz der proportionalen Widerstände, Leipzig 1885. 
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Wendet man das Kick sehe Gesetz auf Gefdsse an, so ergeben sich 
die der Gleichung (476) genügenden Kräfte bei gleichem spezifischen Druck 
p auf die Wandfläche. Demnach haben geometrisch ähnliche Ge- 
fässe bei gleichem Druck gleiche Bruchgefahr. 

Für belastete Stäbe gilt das Kick sehe Gesetz nur insoweit, als deren 
Eigengewicht dabei nicht in Betracht kommt. 



Berücksichtigung der Schwere beim Modellversuch. 

Spielt bei den Belastungskräften eines Körpers die Schwere eine we- 
sentliche Rolle, so entsteht für die Erfüllung der Gleichung (476) beim 
Modellversuch eine Schwierigkeit, denn offenbar ist das Verhältnis der Ge- 
wichte ähnlicher Körper nicht X^^ sondern X^. 

Für die Körper I und II würde man daher gleiche Spannung in ho- 
mologen Punkten erhalten, wenn (?2 nicht X^O^ sondern X^G^ wäre. Bei 
dem wirklichen Gewicht X^G^ wird daher im Giltigkeitsbereich des Hooke- 
schcn Gesetzes die Spannung 62 aus der Gleichung 



hervorgehen als 

(«7) 



(72 : öj = X^Gi : ;i2(?j 



Ö2 = ^ Öl > 



in Worten: Bei geometrisch ähnlichen und ähnlich belasteten Körpern ver- 
halten sich die aus dem Gewicht hervorgehenden Spannungen wie homologe 
Längen. 

Um in diesem Falle vom Modellversuch auf das Verhalten im Grossen 
schliessen zu können, muss im Modell das Gewicht G^ durch eine diesem 
möglichst gleichartig wirkende Zusatzkraft Q so vermehrt werden, dass die 

Gleichung 

iO, + Q):G.2==l: X^ 

erfüllt wird. Aus der Beziehung 6^2 = ^^^^i ergibt sich dann 



(478) 



Q = a-1)G,. 



Der Sinn dieser Gleichung ist für einfache Fälle unmittelbar ein- 
lenchtend. 

Damit z, B. ein Seil von der Länge 1000 m durch sein Eigenge- 
wicht nicht zerrissen wird, muss ein geometrisch ähnliches Modell von 1 m 
Länge ausser seinem Gewicht noch das (1000 — 1) fache desselben als Zu- 
satzbelastang tragen können. 
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Damit ein Balken von 10 m Länge durcli sein Eigengewicht nicht 
mehr als den 500 ten Teil seiner Länge gebogen wird, darf sein Modell Ton 

I m sich nicht mehr als 2 mm biegen, wenn das Gewicht (?| dorch die 
gleichförmig verteilte Znsatzkraft Q = (10 — 1) Oi vermehrt wird. 

Unter der bei dünnen Stäben zulässigen Yereinfachong kann in dem 
letzten Falle der Modellversuch anch in der Weise dnrchgefflhrt werden, 
dass für die Querschnitte ein Linienverhältnis q> gewählt wird, welches von 
demjenigen X für die Stablängen verschieden ist. Setzt man z. B. für zwei 
am einen Ende befestigte durch ihr Eigengewicht belastete Stäbe I und 

II die Maximalspannungen einander gleich, so wird 

also 

(479) X = Y¥' 

Zwei Rundeisenstäbe von 1 und 4 cm Dicke erfahren also gleiche Spannung 
infolge ihrer Schwere, wenn die Längen sich verhalten wie 1:2. Die 
Biegungspfeile werden dann einander gleich; z. B. für den Endpunkt des 
Stabes II erhält man nach (203) 

also nach Gleichung (479) 

Vi = Vi • 

Diese Beziehungen sind besonders wichtig für die Vorausberechnung 
krummer Stäbe von komplizierter Form nach Modellversuch. 

In solchen Fällen, in denen sowohl die Schwere wie konzentrierte 
Kräfte zu berücksichtigen sind, wird sich meist die Anwendung der Znsatz- 
krüfte empfehlen. 
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ö die Spannung an der Elastizitätsgrenze, 
£« die Dehnung „ „ „ 

verstanden, beide Grössen auf die Stabachse, die zugleich Hauptspannung?- 
achse ist, bezogen. 

Ist eine dieser Zahlen bekannt, und sind <jj und e^ die für eine be 
stimmte Aufgabe berechneten Maximalwerte, so muss sein 

(Jx < (Je , fj < £« , 

damit keine Gefahr eintritt, und es ist hier gleichgiltig, ob die eine oder 
die andere Gleichung benutzt wird. Je kleiner die echten Brüche 

sind, um so grösser wird die Sicherheit gegenüber der Elastizitätsgrenze 
sein. Man kann daher ihre reziproken Werte als Sicherheitsgrade be- 
zeichnen. 

Für die Grösse der im Einzelfalle zweckmässigen Anstrengung sind 
spezielle Erfahrungen massgebend, und zwar pflegt man diejenigen Zahlen- 
werte für öj als zulässige zu bezeichnen, bei denen die wahrscheinliche 
Anstrengung von der Elastizitätsgrenze hinreichend weit entfernt bleibt, 
um selbst bei den ungünstigsten noch in Frage kommenden Möglichkeiten 
eine Geführdung der Festigkeit auszuschliessen. Die früher übliche An- 
wendung sogenannter Sicherheitskoeffizienten ist mehr und mehr ausser 
Gebrauch gekommen, da es doch nicht möglich ist, für verschiedene Sub- 
stanzen, Körperformen und Belastungsweisen die gleichen Sicherheitskoef- 
iizicnten zu benutzen. 



Die Wo hl ersehen Versuche. 

§ 124. Die Erfahrung hat gelehrt, dass bei gleicher Anstrengung eines Ma- 

schinenteils bleibende Deformation oder Bruch um so leichter eintritt, je 
verschiedener die Festigkeitszustünde sind, zwischen denen ein perio- 
discher Wechsel stattfindet, und Je häufiger dieser Wechsel erfolgt. 

Die ersten wissenschaftlichen Untersuchungen Ober diese Frage hat 
Wöhler ') im Auftrag des preussischen Handelsministeriums gemacht, indem 

1) Wühler, Über Festigkeitsvorsnche mit Eiflen und Stahl, Berlin 1870 
bei Ernst u. Korn. 
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r eine Anzahl Stäbe teils ruhenden, teils periodisch wiederholten Belastungen 
Qssetzte, welche unter der Elastizitätsgrenze blieben. Er fand die 
leinste Bruchgefahr bei ruhender Belastung, eine mittlere bei 
inseitigem Wechsel der Belastung inbezug auf den spannungslosen 
instand, die grOsste bei symmetrischem Belastungswechsel, d. h. 
Wechsel zwischen + öj und — c^ , Zur Bezeichnung dieser verschiedenen 
lelastungsarten haben sich neuerdings einige Ausdrücke eingeführt, die hier 
n erwähnen sind. 

Launhardt nennt Tragfestigkeit diejenige einachsige Zugspannung, 
eiche ein Körper, z.B. ein Stab, bei ruhender Dauerbelastung eben noch 
•tragen kann, Ursprungsfestigkeit die grösste bei einseitigem Spannungs- 
echsel zwischen Null und entweder einem positiven oder einem negativen 
renzwert noch mögliche Spannung. 

Weyrauch hat noch den Ausdruck Schwingungsfestigkeit hinzu- 
fügt zur Bezeichnung der grössten Spannung, welche beim Wechsel 
Tischen einem positiven und einem gleich grossen negativen Wert noch 
tragen wird. 

Für gleiches Material besteht für die drei Festigkeiten das ungefähre 
ihlenverhältnis 3:2:1, aus welchem man ein ähnliches Verhältnis für 
B zulässige Anstrengung abgeleitet hat. Dasselbe findet auch durch un- 
ittelbare Erfahrungen des Maschinenbaues eine gewisse Bestätigung. 



Die Festigkeitsgefahr bei mehrachsigem Spamiungszustand. 

Noch wesentlich schwieriger und weniger wissenschaftlich geklärt liegt § 125. 
e Frage nach der Grenze des elastischen Verhaltens bei mehrachsigen 
lannungszuständen. Man hat auf verschiedene Weise versucht, die Elasti- 
tätsgrenze bei mehrachsiger Spannung mit den für die einachsige Spannung 
Itenden Zahlen 6t und 6« in Verbindung zu bringen. Während einige 
)rscher annahmen, dass bei mehrachsiger Spannung die Elastizitätsgrenze 
nn eintreten würde, wenn die grösste Hauptspannung den Wert (j, der 
lachsigen Spannung erreicht, nahmen andere an, dass hierzu die Gleich- 
it der grössten Hauptdehnung*) mit fg erforderlich sei, und wieder 



1) Ist fi die grösste Hauptdehnung, so ist ~ = ^^ ^ = - - . Ee\ druckt, 

) schon S. 114 erwähnt wurde, beim mehrachsigen Spannungszustand keine 

.uptspannung aus, sondern nur ein Vielfaches der Dehnung, eine Zahl jedoch, 

(che nicht wie ei ein sehr kleiner Bruch ist, sondern etwa eine solche Grösse 

oder haben darf, wie die üblichen Spannungen. Hierdurch erklärt sich der 
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Ist man genötigt, zur Vermeidung derartiger Nachteile den Sicher- 
heitsgrad niedrig zu wählen, so ist umso grössere Vorsicht erforderlich, je 
mehr im Falle eines Bruches auf dem Spiele steht. Man kann jedoch um 
so weiter herabgehen, d. h. um so leichter konstruieren, je vollständiger 
der Einblick ist, den die Rechnung gewährt, und je genauer man das 
Material kennt. In letzterem Sinne sehr wichtig sind die Material- 
prQfangen, die in neuerer Zeit insbesondere für grössere Lieferungen in 
Gebrauch gekommen sind, und welche sogar so weit gehen können, dass 
der fertige Bau- oder Maschinenteil selbst einer Probebelastung unter- 
worfen wird. 

Der Berechnung schwer zugänglich sind von den Belastungen ins- 
besondere die dynamischen und die statisch unbestimmten. Zu den letz- 
teren gehören auch die aus Temperaturwechseln hervorgehenden Kräfte. 
Dieser Schwierigkeit kann man oft nicht einmal durch reichlichen Material- 
aufwand aus dem Wege gehen, da hierdurch die dynamischen oder die 
statisch unbestimmten Kräfte erst recht vergrössert werden können. Es 
bleibt daher nichts übrig, als die Schwierigkeiten der Rechnung zu über- 
winden, wenn man nicht auf die Vorteile des schnellen Ganges und der 
statisch unbestimmten Konstruktionen verzichten will. 

In vielen Fällen ist für die Dimensionierung nicht der elementare 
Festigkeitszustand, sondern eine Grenze für die Formänderung des ganzen 
Körpers massgebend, eine Bedingung, die von Anfängern oft übersehen 
wird. 

Nicht selten bleiben auch Kräfte unbemerkt, denen der Körper nicht 
erst bei seinem normalen Gebrauch, sondern schon während der Bearbeitung 
ausgesetzt wird, und durch welche der scheinbar „richtig berechnete" 
Konstruktionsteil verdorben wird, ehe er vollendet ist. 

Auch Materialspannungen, welche schon von der Herstellung herrühren, 
z. B. Gussspannungen, können das Resultat der Rechnung unangenehm 
stören. 

Die weitere Verfolgung dieser Fagen führt über die Grenzen der all- 
gemeinen Festigkeitslehre hinaus , insbesondere in das Gebiet der Maschinen- 
lehre und in die verschiedenen Zweige des Bauwesens, woselbst an bestimm- 
teren Objekten die aufgesammelten Erfahrungen zu Regeln für die praktische 
Formgebung verdichtet worden sind.^) In einzelnen Zweigen des Bau- 



1) In besonders erschöpfender Weise behandelt C. v. Bach diese Fragen 
in seinem bekannten Werk: „Die Maschinenelemente" unter Verwertung seiner 
zahlreichen Versuche anf dem Gebiete der Materialprüfung. 



174 X. Abschnitt. 

Wesens, wo die öffentliche Sicherheit es verlangt, haben solche Regeln sogar 
Gesetzeskraft erlangt i), die sich zum Teil auf die Qualitätsprüfung der 
Baumaterialien erstrecken. 



Festigkeitszahlen . 

§ 127. Wie in § 1 bemerkt wurde, hat es die Festigkeitslehre vorzugsweise 

mit elastischen Formänderungen zu tun, und in der Tat sind alle in diesem 
Buche angestellten Untersuchungen auf dieses Gebiet beschränkt geblieben. 
Die meisten gelten sogar nur bis zur Grenze der Proportionalität 
zwischen Dehnung und Spannung, welche bei manchen Stoffen, besonders bei 
Gusseisen und bei Steinen, wesentlich niedriger liegt als die Elastizitätsgrenze. 
Zur Beurteilung eines Stoffes als Baumaterial ist aber das Verhalten jen- 
seits der Elastizitätsgrenze dennoch wichtig, insbesondere bei grosser rela- 
tiver Anstrengung; gibt es doch zahlreiche Fälle in der Technik, bei denen 
kleine bleibende Formänderungen ohne Nachteil stattfinden dürfen, während 
ein Bruch unter allen Umständen vermieden werden muss. Hierin ist es 
begründet, dass die Festigkeitsprüfungen gewöhnlich bis zum Bruch geführt 
werden und dass die grösste Belastung (Zug oder Druck), bezogen auf die 
Einheit des ursprünglichen Querschnittes, welche der Versuchskörper au>- 
gehalten hat, als seine Zug- oder Druckfestigkeit bezeichnet wird. 

Aus dem grossen Zahlenvorrat, welcher durch Festigkeitsversuche an- 
gesammelt worden ist, können hier nur einige besonders wichtige Werte 
hervorgehoben werden . 

Sie sollen zunächst als Grundlage für die Berechnung von Übungsauf- 
gaben dienen, können aber auch für solche Fälle benutzt werden, in denen die 
Herkunft des Materials nicht bekannt ist, sonach bestimmtere Zahlen fehlen. 

Die spezifisclien Gewichte wurden beigefügt, um das Eigengewicht oder 
andere Massenwirkungen, z.B. die Zentrifugalkraft berechnen zu können. 

Es bedeutet: 

/ in kg/1 das spezifische Gewicht, 

Oc „ kg/qcm die elastische Grenzspannung für Zug, 

(7 „ ,, „ ,, (grösste) Zugfestigkeit, 

( — ^9) ?? V V V (grösste) Druckfestigkeit für Würfel, 
E „ ., ,, den Elastizitätsmodul. 



1) Eine sehr übersichtliche Zusanmicnstelluug der Vorschriften preussischer 
Ministerien und der Berliner Baupolizei enthält das kürzlich erschienene Werk- 
chen : „Statische Tabellen , Belastungsangaben und Formeln zur AufstelloDg ^on 
Berechnungen für Bmikonstruktionen" von F. Boerner. Berlin 1804. 
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■>chweissoisen: 7 = 7,8 

E=2 000 000 
öe = 1500 

ög = 3400 bis 3800 nach der Walzrichtung 

Og = 2800 bis 3000 „ „ Querrichtung. 

riusseisen: / = 7,85 

E = 2 100 000 
öe = 2000 

0,, = 3400 bis 4500. 



riussstahl: 


7 — 


7,86 






E — 


2 200 000 






öe — 


2500 






Og — 


4500 bis 


9000 für Walzstahl 




Og — 


12 000 „ 


16 000 „ Draht. 


ßusseisen: 


7 — 


7,25 






E — 


800 000 bis 


1 000 000 




Oe — 


500 „ 


1000, unsicher 




Og — 


1200 „ 


1800 für bearbeitete Stäbe von 
Maschinenguss 




Og — 


000 „ 


1200 für unbearbeitete Stube 
von Maschinenguss 




Og — 


n 


2300 für besondere Zwecke. 


S t a h 1 g u s ^ : 


7 -- = 


7,86 (selten blaseufrei) 



E =^ 2100 000 
Oe == 2200 

Og — 3500 bis 7000 . 

Kupfer: / ^-^ 8,9 bis 9 

E = 1 200 000 

Oe = 500 bis 800 

Og= 2000 „ 2200. 

Holz (Bauholz). 7 == 0,45 bis 0,55 

^-_= 60 000 „ 120 000 

Oe =- Og == 250 „ 1000 für Fascrrichtunjx 

(— Og) ■ - 200 „ 250 ,, „ 

■jandstoin: y -- - 2,2 bis 2,5 

E «)S000 ., 100 000 für Druck 

(' 0., - 2.M) .. IsOO. 
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Ziegelsteine: y = 1,5 bis 1,7 

^ = 28 000 im mittel fflr Druck 
(— c^ = 100 bis 300 . 

Zement-Beton: y = 1,80 bis 2,45 

E = 250 000 im mittel für Druck 
(— Cg) = 60 bis 200 . 

Sämtlicbe Zahlen beziehen sich auf mittlere Lufttemperatur. Für Stahl 
und Eisen ändert sich^die Festigkeit bis 400 ^ C nur wenig, darüber hinaus 
jedoch nimmt sie für je 100^ um etwa 30% ab. Bei Kupfer hingegen 
nimmt die Festigkeit schon von 50^ an stetig ab und zwar bis 400^ nm 
mehr als 50%. Ähnliches Verhalten zeigen auch die Kupferlegiemngen. 
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Erste Aufgabengruppe. 

Vorübungen über geometrische Integrale. 
Momente ersten und zweiten Grades von Linien 

und Flächen. 



1. Für die Strecke P^P^=s (Figg. 69 und 70) sind die 
Koordinaten x^ = % Qm^ o^j = 30 cm, j/j = 16 cm, 
^2 = 24 cm gegeben. 

Was bedeuten die Linienintegrale fäiS^ fxAs^ 
fyds, /rds, /x^ds, fy^^^^ /r'^ds^ fxyds für 
die ganze Strecke s ? Die Integrale sind auszudrücken : 

a) durch die Buchstaben x^, X2, j/j , t/2 » 

b) in Zahlen mit Hinzufügung der Dimension. 

2. Was bedeuten für Fig. 70 die Flüchenintegrale ffdxdy^ 
ffxdxdy, f/ydxdy, f/rdxdy, ffx'^dxdy, 
ffy^dxdy, f/r'^dxdy, //xydxdy, ausgedehnt 
über die Flache P^P^QiQi = F? Die Integrale sind 
auszudrücken : 

a) durch x^, x^, j/j, j/j, 

b) durch Zahlen mit Hinzufügung der Dimension. 



S» Warum ist 



sowie 




Fig. 69. 




fr'^ds = fx'^ds + fy-ds 

ffr^dxdy = f fx^dxdy + ffy'^^dxdy ? 



i Wie lauten die Definitionsgleichungen für die Schwerpunkts -Koordinaten 
Xo, j/o der Flftche F (Fig. 70)? 

I, Wie gross in Zahlen sind die Schwerpunktskoordinaten x^j j/q ^^^ Flüche 

F in Fig. 70 ? 

12* 
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6, Wenn zur Abkürzung dxdy = dF gesetzt wird, was bedeutet Xi und 
yi in den folgenden Gleichungen: 

/xHF=Fxi'' , fyHF^Fyi^ , 

und welche Zahlenwerte erhalten oa und yi nach Fig. 70? 



7. Wie ändern (vereinfachen) sich die Ausdrücke für die 
Linienintegrale (Aufg. 1), wenn nach Fig. 71 oc^ = x^ 
und J/2 = ist ? Wie gross werden in diesem Falle 
die Flächenintegrale (Aufg. 2)? 






Fig. 71. 



8. Welchen Wert hat fxyds für den in Fig. 72 darge- 
stellten Sonderfall der Aufg. 1 Xj = ^i , j/2 = — ?/i ^ 
(Symmetrie inbezug auf X). 



y 



p, 



X 



9. Welchen Wert hat fxyds für den in Fjg. 73 darge- 
stellten Sonderfall der Aufg. 1 x^ = — x^^ J/2 = — J/i ^ 
(Symmetrie inbezug auf Z). 

10. Für den Streckenzug P^P,^P^P^1\ (Fig. 74) sind die 
Schwerpunkts-Koordinaten a;,), J/o a) durch Rechnung, 
b) durch Zeichnung zu ermitteln. Z. B. sei 



,P, 
Fig. 72. 

Y 




Fig. 73. 



X-, — 


— 11 


2/1 - -^3 


X'2 — 





2/2 — 33 


U.'3 — 


18 


2/3 — 35 


X'4 — 


•29 


2/4 = -»0 


^•i=^ 


51 


2/5 — •■*• 




11. Für die Fläche P^P.^P.^P^Pr^ (Fig. 75) sind 
die Schwerpunkts-Koordinaten iCo, ?/„ a) durch 
Rechnung, h) durch Zeichnung zu ormitteln. 
Z.B. sei (abwoichond von Fig. 75^ 



Fig. 74. 



X^ -.--: -- 15 



//l 



G 



X^ - 


i 


2/2 - 


')•) 


•^'3 ^ 


2»; 


2/3 -= 


17 


^•4 — 


62 


2/4 — 


10 


Jh -- 


< 


2/0 --^ 


-12 . 




Fig. 75. 
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i Ermittle für Rechteck und 
Dreieck (Figg. 76 und 77) 
die Trägheitsmomente bezogen 
auf die X-Achse sowie das 
Zentrifugalmoment bezogen 
auf X und F, 




Fig. 76. 

,y 



U. Ermittle für die Flächen 
des Kreises und der Ellipse 
(Figg. 78 und 79) die Träg- 
heitsmomente bezogen auf die 

X-Achse. 







-JT 




"X 



W- Wenn Wlx und 3My die statischen Momente einer Kun^e AB oder einer 
Fläche inbezug auf die Achsen X und Y sind, welche Ausdrücke ergeben 
sich fftr die Momente 5K« und 5Ky in den Fällen Figg. 80, 81 , 82 ? 





Y 




V 


y 


^B 


a 


{ 


X 




1 

b 


U 






Y 


y^B 


a 


{^ 


5^' 


k 


i£ 


y 



Fig. 80. 



Fig. 81. 



Fig. 82. 



15. Wenn J^ und Jy die Trägheitsmomente einer Kurve AB oder einer 
Fläche für die Achsen X und Y sind, während Gxy das Zentrifugalmoment 
bedeutet, welche Ausdrücke ergeben sich für J«, Jv und Cw, in den Fällen 
Figg. 80, 81, 82? 

B. Welche Vereinfachung ergibt sich in den Transformationsgleichungen der 
Aufgaben 14 und 15, wenn die Achsen X, Y durch den Schwerpunkt der 
gegebenen Kurven oder Flächen gehen? 

n. Was versteht man unter den Trägheitshauptachsen einer ebenen Kurve 
oder Fläche? Wie gross ist C^ für die Hauptachsen? Warum ist eine 
Symmetrieachse zugleich Hauptachse, während doch die Hauptachsen nicht 
Symmetrieachsen zu sein brauchen? 



Ig2 Si^te An^abengrappe. 

18. Wie gross ist das statische Moment einer Linie oder einer Flflche inbezni: 
auf eine darch den Scbwerpunlit gehende Achse? 

19. Inbezug auf welche von sämtlichen parallelen Achsen ist das Tr&gheitsm<i- 
ment einer Linie oder Fläche ein Minimum ? 

20. Vergleiche die Trf^^heitsmomeute des Dreiecks 
(Fig. 83) inbezug auf die parallelen Achsen 1, II, 
III, von denen III durch den Schwerpunkt geht. 



21. Berechne das Trägheitsmoment des Trapezes (Fig. 84) 
inhezug auf die horizontale Schwerachse. 



22. Berechne das Trüglieitsmonient des Halbkreises 
(Fig. 85) inbezug auf die horizontale Schwerachse. 



2$. Berechne das Trägheitsmoment des Quadrats Fig. 86 
inliozng auf die Achsen I und 1(. Welche be- 
Konilerc Form nimmt die Tr^gheitsellipsc fQr das 
Quadrat an 'i In welclM-ni Falle ergilit sich dieselbe 
Form fllr andere Quor-ichnille V 



24. Das Triighcirsmomenl einer 
hcllsmomente ihrer Teile, v 



isammengeseiztcn Figur ist die Summe derTräf 
rausgesetzt dass die Teile und das Ganz 



lEl 




auf dieselbe Achsi' bezogen sind. Hiernach berechne man dieTrSgheil 
Miomeiite der Flileheu Figg. KT bis lil inbe/uK auf die horizontale Srhweracb« 



Vorübungen über geometrische Integrale etc. 



183 



ß. Man ermittle die Trägheitshauptachsen und die Hauptträgheitsmomente ftir 



die Querschnitte Figg. 92 und 93. 



} 



26. Man zeichne zu den Querschnitten 
Figg. 92 und 93 die Zentralellipsen, 
(l. h. die Trägheitsellipsen inbezug 
auf den Schwerpunkt. 




1 



Wnwir 



^^m 

U-60-^ 



Fig. 92. 



Fig. 93. 



!7. Man zeichne zu den Querschnitten Figg. 92 und 93 je ein Polardiagramm, 
indem man nach der Gleichung J=F{a) auf der Bezugsachse, welche 
mit einer der Hauptachsen den veränderlichen Winkel a einschliesst, die 
Grösse des dieser Achse entsprechenden Trägheitsmomentes nach geeignetem 
Massstab als Radiusvektor aufträgt. 

Hierbei kann «7, wie in Aufg. 15, berechnet oder nach der Transfor- 
niationsformel konstruiert werden. 



28. Welche Vorteile und welche Nachteile hat die Darstellung des Trägheits- 
moments mittels der Zentralellipse im Vergleich mit dem Polardiagramm 
/=F(a) (Aufg. 27)? 



!9. Für welche Verhältnisse — in Fig. 94 ist der Fehler, 

den man begeht, wenn man das Trägheitsmoment 
Jx durch bhyQ^ annähert, kleiner als 0,1 Jx oder 
als 0,OlJx? 

W. Ermittle für den Viertelkreis ^i? (Fig. 95) die 
Schwerpunktskoordinaten Xq , j/o sowie die Trägheits- 
momente Jx und Jy unter Verwendung von Polar- 
koordinaten. 



!1. Ermittle für die Flächen AEG und ÄEH (Fig. 96) 
die Momente ersten und zweiten Grades einschliess- 
lich des Zentrifugalmoments inbezug auf die Achsen 

X und r. 



y 



^m- 



Fig. 94. 






r 


y 


Ä 



Fig. 95. 




Fig. 96. 
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Erste Anfgabengrappe. 



82. Ermittle für die Linie AB und für die Fläche ABC 
(Fig. 97) die Momente zweiten Grades inbezug auf die 
Achsen X, F, Z, von denen Z auf der XF-Ebene senk- 
recht steht. 

33. Zeichne zu der Kurve AE (Fig. 98) die In- 
tegralkurve Y= lydx, ausgehend von Ai, 



wie angedeutet, stelle die Fläche AEE^Ai unter 
Benutzung dieser Kurve dar und teile sie mit 
deren Hilfe durch eine senkrechte Gerade in 2 
Teile von gleichem Inhalt. 




Fig. 97. 




Fig. 98. 



34. Zu der Kurve AE (Fig. 99) ist eine abgeleitete Kurve mit den Onii- 
naten u zu zeichnen, deren Ordinatenfläche fudx das statische Moment 
der Kurve AE inbezug auf die X-Achse, d. h. /yds 
darstellt. }' p 

Anleitung: fyds = 1 -'■ d.r. Setze 

^ ' ^ J COST 



-^ =^( und konstruiere nach Fig. 99 zu jedem 



cos T 



Punkte C der gegebenen Kurve einen Punkt D. D ist 
ein Punkt der gesuchten Kurve. 




« 1 1 



Fig. 99. 



35. Zu der Kurve AE (Fig. 100) ist eine abgeleitete 
Kurve yjv zu zeichnen, deren Fläche fvdy das sta- 
tische Moment der Fläche AEE^^Aq inbezug auf die 
X-Achse, d. h. fxydy^ darstellt. 

Anleitung: Setze /xydy = a/vdy also v= ^ , 

und konstruiere v, wie in Fig. 100 angegeben, mittels 
älinlic.h<'r Dreiecke. 




Fig. 100 



36. Suche ein zu Aufg. 34 analoges Rraphischos Verfahren zur Darstellung des 
Trägheitsmoments t'iner Kurve. 

Anleitung: /^y'^ds -^ 1 d.v . Setze " =f u. s. w. 

• ^ 1 cosT cosr 



Vorübungen über geometrische Integrale etc. 
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aerschuitt Fig. 101 ist auf graphischem Wege 
punkt zu suchen, sodann ist das Trägheitsmo- 
ug auf die horizontale Schwerachse nach dem 
i Verfahren (Taschenbuch Hütte) zu ermitteln, 
id die beiden Widerstandsmomente für diese 
orechnen . 




/ 



Fig. 101. 



erschnitt der badischen 
ihiene (1891) (Fig. 102) 
ifg. 33 der Flächenin- 
Aufg. 35 das statische 
jzogen auf die Basis, 
ler Schwerpunkt, weiter 
tsmoment für die hori- 
werachse nach Nehls 
iderstandsmoment für 
d für Sohle, endlich 
tsmoment für die Sym- 
zu bestimmen. 




Fig. 102. 

i „Kern" zu den Querschnitten Figg. 76, 78, 89, 92, 93, 107. 

tung: Zu jedem Randpunkte P gibt es eine Kernlinie, welche 
Schnittpunkte mit den Hauptachsen bestimmt werden kann. 

i y die Koordinaten von P inbezug auf die Hauptachsen, Jcx 
Abstände der Schnittpunkte der Kernlinie mit den Hauptachsen 

rom Schwerpunkt, so ist 



n'r ri' ") 



Fz 



h, = - 



y 



Jr 



m der Kernlinio sämtlicher Randpunkte umschlossene Fläche ist 
Um diesen zu finden sind nur die Kernlinien für solche Rand- 
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punkte P zu zeichnen, deren Tangenten nicht die Randlinie in einem z^ieiten 
Punkte schneiden oder berühren, bei eckigen Linien aus geradlinigen Ele 
menten daher nur für die Eckpunkte. 

Anmerkung: Wie aus §§ 55 und 56 gefolgert werden kann, ergibt 
eine exzentrische achsial gerichtete Zug- oder Druckkraft, wenn sie den 
Querschnitt innerhalb der Kerntigur schneidet, nur Zug- oder nur Druck- 
spannungen . 



40, Wenn in dem Querschnitt Fig. 103 die Höhe h kon- 
stant, 6 hingegen veränderlich ist, welche Gleichung 
besteht dann für die Schwerpunktshöhe y und die halbe 

Breite x = — ^ und welche Kurve wird durch die 



Gleichung ausgedrückt? 




Fig. 103. 



41. Das Trägheitsmoment J^ und das Widerstandsmoment W^ eines Querschnittes 
inbezug auf eine gewisse Achse I sei gegeben. Wie gross ist das Träg- 
heitsmoment J2 und das Widerstandsmoment TF^ eines geometrisch ahn- ^ 
liehen Querschnitts von doppeltem Flächeninhalt inbezug auf eine zu I 
ähnlich liegende Achse II? 

42. Berechne das Widerstandsmoment Wx für den Querschnitt Fig. 91, welcher 
das Element eines Trägerwellenbleches darstellt. 



43. Berechne das Widerstandsmoment inbezug auf die 
horizontale Schwerachse für den in Fig. 104 dar- 
gestellten Querschnitt einer Hakentraverse. 




80mm 



44. Wie gross wird die Höhe eines mit Fig. 101 ähnlichen Querschnittes, wenn 
das kleinste der beiden Widerstandsmomente inbezug auf die horizontale 
Achse 30 cm^ werden soll? 



45« Wie gross muss h in P^ig. 90 sein, damit das kleinere der beiden Wider- 
standsmomente für die horizontale Achse ebenso gross wird wie das Wider- 
standsmoment des Rechtecks von der Breite h und 'der Höhe 1 ? Für 
welche Breite tritt derselbe Fall bei Fig. 87 ein? 

Anmerkung: Die Aufgabe zeigt, in welchen Fällen die Biegungs- 
festigkeit durch Rippen nicht vergrössert, sondern vermindert wird. 



VoifibuDgen über geometriacbe Integrale etc. 

. Wie gross ist k (Fig. 105) zu wählen, damit das 
dnrch Äbschoeiden der Dreiecks spitze entstehende 
Trapez ein möglichst grosses Wlderstaüdsmoment Wi 
inbezQg aaf die horizontale Schwerachse erhält, nnter 
W, das kleinere der beiden Widerstandsmomente ver- 
•stMiden? Zeichne die Kurve Wsjk. 



p- Wie gross ist k (Fig. 106) zu wählen, damit der nach 
Abschneiden der Quadratspitzen verbleibende Quer- 
sciiaitt ein möglichst grosses Widerstandsmoment 
eihilt? 



L Wie verhalten sich die nach den Aufgaben 46 und 47 gefundenen grOssten 
Widerstandsmomente beziehungsweise zu denen des Dreiecks und des 

Qoadrats? 




t Wie gross ist das Widerstandsmoment einer Ringflache 
(Fig. 107) ansgedrttckt durch den äusseren Durchmesser d 

and das Hfthlunge Verhältnis n^-l? Zeichne die Kurve, 

welche n als Abszisse und WjF als Ordinate hat. 



Ermittle für die durch 2 Para- 
beln begrenzte Flache (Fig. 108) 
das polare Trägheitsmoment Ji , 
ferner den Trägheitsradius 



i-yß 



r^dj* 



Fig. lOS. 



and zeichne mit diesem einen 
Kreis für z, B. a ^ 6 cm, 
& = 3cm. Wie gross ist /^ fUr eine Fläche, welche durch diese Ab- 
messungen in 0,1 der wahren Grösse dargestellt ist? 



Zweite Aiifgabengruppe. 

Achsiale Belastung gerader Stäbe 
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51« An einem Flussstahlstab von der Form 
und den anfänglichen Abmessungen 
Fig. 109, wurden beim Festigkeitsver- 
such auf Zug für die Verlängerung AI 
der Messstrecke NM = l und für die 
Spannkraft K die folgenden zusammengehörigen Werte beobachtet, welche 
mit der Elastizitätsgrenze beginnen und bis zum Bruch fortgeführt sind: 



— 100 mnv—^ 

Fig. 109. 
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Mau zeichne hiernach eine Kurve, deren Abszisse 10 AI und deren Or- 
dinate in Millimeter 0,01 -K^ ist. Man ermittle sodann die Spannung o an 
der Elastizitätsgrenze, die grössto Spannung Og vor dem Bruch, den Elasti- 
zitätsmodul, die relative Bruchdehnung, die elastische Arbeit und die ge- 
samte Dehnun^sarbeit für die Messstrocke. 



52« Die Mutter des schmiedeisernen Schraul)enbolzens 
Fig. 110 soll so stark angezogen werden, dass er 
eine Spannkraft von TT =2500 kg ausübt. Auf 
wieviel Si)ielraum inu>-s die Mikrometerschraube vor 
dem Anziehen eingestellt werden, damit sie passt, 
wenn die richtige Spannung erreicht ist. Dabei sei 




Fig. 110. 



-E-- 2 100 000 kg/qcni. Man rechne die elastische Länge vom Kopf bis 
Mitte der Mutter (160 mm). 



Achsiale Belastung gerader Stäbe. 
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:jnkige Stabverbindung ABC (Fig. 111) mit den unnachgiebigen 
Q A und C sei so montiert, dass im spannungslosen Zustand, bei 

auch vom Gewicht der Stäbe abzusehen ist, die Achsen A^ B^ C 
ler Höhe liegen. Die Stäbe sind Rund- 
1 der Elastizitätsgrenze Oe = 1600 kg/qcm ^—^ 

Elastizitätsmodul ^=2 000000 kg/qcm. 
ist a = 40, c = 80, d= 1,5 cm. Bei 

Belastung K und welcher Senkung 
B wird Oe erreicht? Welche Werte erhält man fnr K und j/6, 
e Stabkette vor der Belastung in B bereits mit der Kraft H ge- 
^t? 



Fig. 111. 



> ABC (Fig. 112) ist in A und B unnachgiebig be- 
jid hat die anfängliche Spannkraft So- Wie gross 
elastische Senkung Axb des Querschnitts -B, wenn 
ine senkrechte Achsialkraft K (in der Zeichnung 
gegeben) hinzukommt, vorausgesetzt dass K kleiner 



^ 



s 



] 



Fig. 112. 



}^:^^iiis^ 



ABC (Fig. 113) werde einmal durch das Gewicht 
ein andermal durch K in B belastet (Maxwell sehe 

hung). Wie gross ist im ersten Falle die Senkung? 

im zweiten die Senkung von C? (Vergl. § 69). 



1-- 



T 



C 



Fig. 113, 

oberen Ende befestigter prismatischer Stab vom Querschnitte F 

Länge l trage am unteren Ende das Belastungsgewicht Go. Das 

le Gewicht des Stabes sei /. Wie gross ist die Spannung in 

lerschnitt in der Entfernung x vom oberen Ende, und wie gross ist 

:ung dieses Querschnitts unter Berücksichtigung des Stabgewichts? 



miedeiserner Rundstab von 25 mm Dicke sei durch eine Spannkraft 
= 19 635 kg zerrissen worden (gebrochen). Wie gross ist die 
^e, wenn 1 cbcm Eisen y = 7,8 g wiegt? 



190 Zweite Aufgabengruppe. 

58. Der Eisendraht einer oberirdischen Telegraphenleitung soll nach Fig. 114 ' 
in den Punkten ^4 und B von der unver- 
änderlichen Entfernung 2a befestigt werden. 
Wenn zur Zeit der Verlegung eine Tem- 
peratur von ^=18^0 herrscht, wie gross _. 
Dfiuss dabei die Senkung b in der Mitte 

sein, wenn für /j = — 25^0 (grösste wahrscheinliche Winterkälte) die 
Spannung nicht höher werden soll als 1600 kg/qcm? Der Ausdehnungs- 
koeffizient der Wärme ist a = 0,00001235 für 1 o C. Z. B. sei a = 50 m. 

59« Ein vierbeiniger Tisch, dessen Beine prismatisch sind und im unbelasteten 
Zustand den ebenen Boden berühren, werde durch ein ausser der Mitte 
liegendes Gewicht O belastet. Wie verteilt sich der 
Druck auf die vier Beine, wenn nur diese elastisch, 
Tischplatte und Boden hingegen vollkommen starr sind 
a) für die Gewichtslage Fig. 115, 6) für beliebige Lage? 
Welche Figur (Kernlinie) muss der Schwerpunkt von O 
beschreiben, damit in je einem Tischbein der Druck die 
Grenze Null erreicht? Sommerfeld, welcher in der 
Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure 1904, Heft 18 diese statisch 
unbestimmte Aufgabe andeutet, empfiehlt die Losung nach der Methode 
von Castigliano. Man versuche auch ohne dieselbe auszukommen. 

60. Ein Förderseil für einen Sciiacht von 1200 m Teufe, welches eine angf 
hängte Last (Nutzlast -|- tote Last) von 3500 kg tragen soll, aus Stahl 
draht (6 Litzen zu 22 Drähten) ist so zu berechnen, dass die Hauptspannan 
im obersten Querschnitt 1600 kg/qcm beträgt, vorausgesetzt, dass d' 
Drähte mit der Seilmittellinio durchschnittlich einen Winkel von 35 ® bildt 
und 1 cbcm Stahldraht 0,00 78G kg wiegt. Von der durch Biegung um d 
Soiltromnu'l entstehenden zusätzlichen Spannung werde hier wie in den Au 
^aben Gl und G2 abjjesehon. 

61. Für die in Aufjr. (JO anjrc^ebenc Förderung ist ein stufenweise verjüngt 
Seil mit 6 Stufon zu berechnen, in denen die G Litzen der Reihe nach a 
22, 20, is. IG, 14, 12 Dräliten von überall gleicher Dicke bestehen, u 
deren Län^e so bemessen ist, dass in dem obersten Querschnitt jeder Sti 
die gleiche Spannung herrscht wie in Nr. GO. Wie verhält sich das C 
wicht des verjüngten Seiles zu dem des zylindrischen? 



f 4 

\ 


IX- r. 
1 G ^: 

1 / 


♦ 


• 




Fig. 115. 
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Welche SpaonuDg entsteht in dem obersten Querschnitt des Seiles nauL 
Kr. SO, wenn das aaflaafende Seil mit einer Beschleunigung von q^ ^ 5 m/sec^ 
angehoben oder das nahezn abgelaufene Seil mit einer gleich grossen Ver- 
iflgfning gebremst wird? 

Mit welcher grOssten Geschwindigkeit darf ein prismatischer 

Sub (Fig. 116) gegen eine starre Wand stos^sen, wenn dabei 

in keinem Querschnitt die Elastizitätsgrenze überschritten wer- ^^^^^ 

deo soll? 

Fig. 116. 

LEin prismatischer Slahlstab von 5 qcm Querschnitt und 100 cm Lftnge ro- 
tiert in horizontaler Ebene um eine durch seinen Endpunkt gehende senk- 
rechte Achse. Bei welcher Tourenzahl in der Minute erreicht die in- 
folge der Zentrifugalkraft entstehende Spannung die Elastizitätsgrenze 
i, = 2000 kg/qcm ? Ist diese Tourenzahl von der Dicke des Stabes ab- 
biQgig? Wie gross ist die Verlängerung? 



.Ein hängender Stab (Fig. 117) soll an seinem unteren 
Ende die Last Oo tragen und als DrehkOrper so gestaltet 
werden, dass unter Berücksichtigung des Eigengewichts in 
allen Querschnitten gleiche Spannung herrscht. Wie lautet 
die Gleichung zwischen d und x'f Um wieviel senkt sich 
der unterste Querschnitt infolge der gesamten Belastung? 



Ein in horizontaler Ebene rotierender Stahl- 
! itab (Fig. 118) endigt in einer Kugel aus 
I gleichem Uaterial vom Gewicht <?o. Welche 
Beziehung besteht zwischen d und x des 
als Drehkörper ausgefahrteil Stabes, wenn 
in allen Querschnitten infolge der Zentri- 
fugalkraft gleiche Spannung entstehen soll? ^ 
ist die Verlängerung ? Es sei (?o^2kg, r = 
n = 3000, = 1200 kg/qcm. 

l. Eine durch die Kraft K auf Zug beanspruchte Schraube 
(Fig. 119) soll ihre Gesonkraft durch eine Mutter von 
solcher Form finden, dass in tleii Gewinden nberatl 
gleicher Flachendruck stattfindet. Die Schraube be- 
stehe ans Stahl, die Muttor aus Bronze. WeUlie Zng- 
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spannungeil ergeben sich in den Querschnitten der Mutter, wenn vorstehemle 
Bedingung erfüllt wird, verglichen mit der Spannung in dem in gleicher 
Höhe liegenden Gewindequerschnitt? E für Stahl sei 2 200 000, für Bronze 
1 100 000 kg/qcm. 



68. Die Trommel einer Dampfwinde (Fig. 120) habe im Zeitpunkt 
^^, d. h. in dem Augenblick, in welchem das Seil beginnt 
sich durch das Anheben der Last O^ zu spannen, bereits 
eine kleine Geschwindigkeit Cq angenommen. Infolgedessen 
entsteht in dem Seil ein Stoss. "Wie gross ist die hierbei 
auftretende grösste Spannung in dem Seil, wenn das Träg- 
heitsmoment der Trommel durch eine im Windungskreis kon- 
zentrierte Masse vom Gewicht G^ ersetzt werden kann bei 
Vernachlässigung des Seilgewichts? 




Fig. 12u. 



G 



f" 



69. Ein am oberen Ende befestigter prismatischer Stab (Fig. 121) 
dient dem Gewicht Q als Führung, welches zunächst im Ab- 
stand h von der Stossplatte P festgehalten, sodann plötzlich 
losgelassen wird. Die Vorgänge vom Beginn der Berührung 
des Gewichtes mit der Stossjdatte an sind zu beschreiben und 
durch Rechnung zu verfolgen. Insbesondere ist zu ermitteln: 
die grösste in dem Stab auftretende Zugspannung Maxo 
und die Dauer einer Schwingung a) ohne, b) mit Berück- 
sichtigung der Masse des Stabes. Wie gross ist Maxo, wenn A = ist? 
Angenommen werde, dass die Elastizitätsgrenze nicht erreicht wird. 



li 



Fig. 121. 



70. Wenn ein gerader Stab bei veränderlicher Temperatur t gehindert ist, sich 
auszudehnen oder zusammen zu ziehen, so ergibt sich für je einen Grad 
der Temperaturerhöhung eine bestimmte Spannungsänderung, welche durch 

\^ ausgedrückt werden kann (S. 57). WiQ kann man dieses Verhältnis 

innerhalb der Giltigkeitsgrenzeu des Hookeschen Gesetzes durch E und 
a ausdrücken, und wie gross ist dasselbe z. B. für Gusseisen, venn 
E= 900000 kg/qcm, a = 0,0000111 ist? 






Dritte Aufgabengruppe. 

Biegung gerader Stäbe. 



1. Man entwickle die tabellarisch gruppierten Gleichungen in § 60 a) nach 
§ 58, b) nach § 59, c) nach § 72. 

2. Für den Belastungsfall Fig. 122 bestimme man: a) die grösste Span- 
nung im gefährlichsten Querschnitt, b) die Senkung 
und die Neigung der elastischen Linie im Angriffs- 
punkt der Kraft P, c) die Koordinaten für den tief- 
sten Punkt der Linie, d) die elastische Energie des 
ganzen Stabes. Welche Vereinfachungen ergeben 
!?ich für den Fall a=h? 
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Fig. 122. 






■•Für den Belastungsfall Fig. 123 bestimme man: 
a)die grösste Spannung im gefährlichsten Querschnitt, 
b} die Senkung und Neigung der elastischen Linie 
im Angriffspunkt der Kraft P, c) die Koordinaten 
filr den höchsten Punkt der Linie. 



ST 

t a < 



Fig. 123. 



1 Für die Belastungsfälle Figg. 
124, 125, in denen eine gleich- 
förmig verteilte Kraft G wirkt, 
ist die grösste Materialspan- 
nuDg und die grösste Senkung 
der elastischen Linie zu er- 
mitteln. 



a 



^ 



Fig. 124. 



I 



^ 



Fig. 125. 



. In welcher Entfernung a sind die Stützen eines nur durch sein Eigenge- 
wicht belasteten Trägers (Fig. 126) anzuordnen, damit im Mittelschnitt und 

Brauer, Festigkeitslehre. 13 
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in den unterstützten Querschnitten gleiche An- 
strengung stattfindet? Für welchen Wert a wird 
die Senkung in den Endpunkten so gross wie im 
Mittelschnitt? Für welchen Wert a werden die 
Biegungswinkel in den unterstützten Punkten der 
elastischen Linie Null? 



1 
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Fig. 126. 



76. Wie ist für den symmetrisch belasteten Balken 
Fig. 127 der Stützenabstand a zu wählen, damit 
der Biegungspfeil in der Mitte möglichst gross wird? 
In welchem Falle ist die Erhebung in der Mitte so 
gross wie die Senkung in den Endpunkten ? Welche 
Form hat die elastische Linie zwischen den Stützen? 

77- Für einen Brückenträger habe die Berechnung nach 
dem Belastungsfall Fig. 125 den mittleren Quer- 
schnitt Fig. 128 ergeben. Wie lang im Verhältnis 
zur Stützweite l muss die äusserste Gurtungsplatte 
sein (abgesehen von einer zur Vernietung erforder- 
lichen kleinen Zugabe), wenn die Spannung in 
keinem Querschnitt grösser werden soll als in der 
Mitte ? 

Anmerkung: Die Querschnitte durch Niet- 
löcher auf der Zugseite sind abzuziehen. 



#•- 



Fig. 127. 



V — ^oo 




78. Für einen nach Fig. 123 angeordneten Kranträger, 
zu welchem zwei zusammengenietete Eisenbahn- 
schienen von der Form Fig. 102 verwendet werden 
sollen, habe die Festigkeitsrechnung eine Maximal- 
spannung @ = 1130 kg/qcm ergeben, während nur 
© s» 1000 kg/qcm zugelassen werden soll. Welche 
Dicke d eines zwischen die Schienen zu nietenden 
Flacheisens ist erforderlich, damit © = 1000 kg/qcm 
wird? 




Fig. 129. 



79. Aus einem Stamm vom Durchmesser d soll ein rechteckiger Balken \ 
schnitten werden. Wie gross ist das Verhältnis der Seiten - zu wähle 



BiegUDg gerader Stabe. 
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damit die Biegangsfestigkeit des Balkens möglichst gross 
wird? Hierbei ist zunächst vom Eigengewicht abzu- 
sehen, sodann aber zu prüfen, wie sich infolge desselben 

das Verhältnis - ändern müsste, wenn die Verwendung 

des Balkens dem Fall Fig. 125 entspricht. 

Fig. 130. 

Ein gnsseiserner Balken von Z = 4 m und dem Querschnitt Fig. 131, welcher 
nach Fig. 125 mit jp = 750 kg/m durch eine Mauer belastet ist, soll deren Breite 
6 = 25 cm erhalten y während die Höhe h so zu wählen 
ist, dass im Mittelschnitt die Druckspannung doppelt so 
hoch wird als die Zugspannung. Wie gross wird e ftlr 
S = 250kg/qcm in der Mitte, wie gross in den Ent- 
fernungen 0,5m, Im, 1,5m aus der Mitte, wenn in 
allen Querschnitten gleiche Sicherheit herrschen soll? 

1. Man kann für die deutschen Normalprolile der I- Träger 
«lie Werte für den Flächeninhalt F^ für die Hauptträg- 
heitsmomente Jx und e7y, für die Widerstandsmomente 

Wx Wi 

Wx und TFy, endlich für S und -p mit grosser An- 
näherung durch Gleichungen von der Form 

y = öt^'* Fig. 132. 

tetellen. Man bestimme die Konstanten a und n unter Benutzung der 
Tabellen des Normalprofilbuchs. Wie würden die gesuchten Gleichungen 
Unten, wenn die Profile unter einander geometrisch ähnlich wären? 



Fig. 131. 




' 



Zur Unterstützung einer Ober einem Hohlraum be- 
findlichen Böschung sollen normale I- Träger aus 
Flusseisen im Abstand a von Mitte zu Mitte ver- 
wendet werden (s. Fig. 133). Welche Trägersorte 
ist zu benfitzen, wenn ?=3m, & = 2m, rt = l,5m 
und das Gewicht des Böschungsmaterials / = 900 
kg/cbm ist? 

Die in Fig. 134 dargestellte Zementmörtelstufe 
(Sp«z. Gewicht y = 2 kg/1) brach bei einer Belastung 
K= 702 kg. Wie gross war die Bruchspannung 
im gefährlichsten Querschnitt ? 
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K 


-1500 «^ 



Fig. 134 
13* 
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84. Für die einseitig fixierten Träger Fig. 135 und Fig. 136 ist der Quer- 
schnitt ein Rechteck und zwar 

bei Fig. 135 von konstanter ^ 

Höhe A, bei Fig. 136 von kon- 
stanter Breite 6. Die Form ist 
fttr beide Fälle so zu bestim- 
men, dass alle Querschnitte 
gleiche Festigkeit haben. Wie ^*^- ^^^' ^^^' ^'^' 

gross ist die elastische Senkung des Angriffspunktes, die elastische Arbeit 
und der Materialaufwand im Vergleich zum prismatischen Balken voi^ 
gleichem Befestigungsquerschnitt ? 




noo 



ft09 rnfft 
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85. Die horizontale Welle (Fig. 137) werde durch ein in der Mitte sitzende^ 
Rad mit 1500 kg belastet. 

Welchen Durchmesser erhält die Welle in der 
Mitte für @ = 600 kg/qcm ? Wie gross ist die 
Senkung in der Mitte und die Neigung der elasti- 
schen Linie in den Lagern a) wenn die Welle zy- 
lindrisch ist, b) wenn sie als Körper gleicher Quer- 
schnittsfestigkeit ausgeführt wird? 

Anmerkung: Die Länge der Zapfen und die 
Breite des Rades mag zur Vereinfachung der Rechnung gleich Null gesetzt 
werden. Der Vergleich zwischen a) und b) zeigt, dass die zylindrische Form 
zwar etwas mehr Material kostet, jedoch hinsichtlich der Deformation sehr 
im Vorteil ist. 



Fig. 137. 



86. Für einen einseitig fixierten Träger von kreisfönnigem Querschnitt ist die 
Meridianlinie so zu bestimmen, dass in allen Querschnitten gleiche Bruch- 
gct'ahr herrscht a) ohne, b) mit Berücksichtigung des Eigengewichts. Da- 
bei sei /=3m. @ = 500 kg/qcm und die l)iepende Kraft im Endpunkt 
K^- 100 kg. 



87. Ein Balken von rechtockigom Querschnitt 
(Fig. 13h), welcher in den En(l[)unkten 
unterstützt ist und durch eine von der 
Mitte nacli den beiden P^nden gleichmüssig 
zunehmende Kraft ]> kg/cm bela>tet wird, 
soll so berechnet werden, dass bei kon- 




JE 



Fig. 138. 
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stanter Breite und veränderlicher Höhe des Querschnitts sämtliche Quer- 
schnitte gleich angestrengt sind. 

Anmerkung: Die hier vorausgesetzte symmetrische Dreiecksbelastung 
kommt bei den radialen Rippen von kreisförmigen Platten, z. B. von Ring- 
ventilen, vor. 

88, In welcher Entfernung x entsteht in den Laufschie- h "^ h ; ^ "j-. 

nen eines Laufkrans (Fig. 139) die grösste Spannung, ' Ä ' ^"^ Ä' 

^enn jedes der beiden Laufräder die Kraft K aus- ^ ~ *; 

übt. vorausgesetzt dass b <C u ist? Wie gross ist 
das grösste biegende Moment? 



I 
Fig. 139. 



. Die im spannungslosen Zustand gerade Stahlfeder Jl-B (Fig. 140), welche beiA 

an einer ebenen Unterlage, bei B an einer Walze befestigt (fixiert) ist, nimmt 
unter Einwirkung der Kraft K die in der Zeichnung an- 
gedeutete Form an. Wie gross ist K, wenn die Stahl- y'^^, k 

t'eder 40 mm breit, 0,45 mm dick, der Halbmesser der ^./ _^i._A 

Walze 100 mm, der Elastizitätsmodul der Feder \ ! y|' 

•2000000 kg/qcm, das Gewicht der Walze ö= 1,844 kg | ^^^r —^ 
ist? Welche Form hat die elastische Linie zwischen 
den Berührungspunkten an Unterlage und Walze? Fig. 140. 



Ä. Der federnde Stab Fig. 141 soll, durch die Kräfte KK belastet, die ebene 
Unterlage stetig berühren. Nach welcher Linie 
nmss der Stab gekrümmt sein, damit überall der a 
deiche Druck p kg/cm entsteht? Man zeichne den cL_. 
Stab für ^ = 40 cm, p = 15 kg/cm und für 




quadratischen Querschnitt, bei @ = 2500 kg/qcm, „. 

i:= 2 000 000 kg/qcm. *^* 

1. Welche Gestalt muss die Feder AB (Fig. 142) erhalten, damit sie die 

mit konstanter Kraft K belastete Rolle R in 

jeder Stellung in druckfreier Berührung mit der % -, . i 

oberen, starren Führungsebene erhält a) für den B \ a 

Fall, dass der Endpunkt B vollkommen frei ist, f 

FiflT 142. 
b) für den Fall, dass B drehbar gestützt ist. 

Welche Horizontalkraft ist, von der Reibung abgesehen, in jedem der 

beiden Fälle notwendig, um die Rolle längs AB m bewegen? 



198 



Dritte AufgabeDgnippe. 




92« Die Balken A und B berühren sich im druckfreien Zustand mit ebeneu 
Flachen. Die Mittelkraft K soll durch A 
so auf B übertragen werden, dass in der 
Berührungsfläche ein gleichmässiger Druck 
j) kg /cm entsteht. Wie sind die Balken 
A und B bei rechteckigem Querschnitt 
zu gestalten, wenn ausserdem in allen 
Querschnitten von A die gleiche An- 
strengung stattfinden soll, und wie, wenn 
diese Bedingung für B gestellt wird? 

Welche Form erhalten die Balken A und J?, wenn beziehungswei>e 
B und A Prismen sind? 

93. Für den einseitig fixierten Stab Fig. 144 werde angenommen, da^^s die 
biegende Kraft K mit der Lotlinie den Winkel a bildet, der von bi> 
360^ wechseln kann. Die Abhängigkeit zwischen @ und a ist zu unter- 



Fig. 143. 
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Fig. 144. 
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Fig. 145. 
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Fig. 146. 



suchen a) für ein normales I-Profil, b) für Profil Fig. 93, c) für Fig. 145 
d) für Fig. 146. Welche Kurve beschreibt der Endpunkt der elastiscliei 
Linie? Welche Kurve erhält man, wenn man die jeder Kraftrichtung ent 
sprechende elastische Energie als Radiusvektor auf die Kraftrichtunj 
auftrügt ? 



y4. Am Ende einer mit horizontaler Achse rotierenden Welle ist ein recht 
eckiger Stab (Fig. 147) befestigt, der sich unter 
dem Einfluss seines Eigengewichts etwas biegt. 
Welche Kurve beschreibt der Endpunkt der ela- 
stisclien Linie bei langsamer Drehung? 



'^ 






95. 1^^'J' Stab Fig. 148 werde einmal in /, ein ander- 
mal in // durch die Kraft K belastet. Wie 
gross ist im ersten Falle die Senkung in 7/, im 
zweiten die Senkung in 7? (s. § Gl».) 



Fig. 147. 
i 
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Fig. 148. 
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Der Stab Fig. 149 sei bei A eingeklemmt, bei C 
im unbelasteten Zustand druckfrei gestützt. Welcher 
Aoflagedruck bei C und welcher Deformations- 
und Spannungszustand entsteht a) infolge der Be- 
lastung JT, b) infolge des Eigengewichtes? 



i* 



c 
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Fig. 149. 
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Fig. 150. 
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M. Der auf drei gleich hohen, symmetrisch angeord- 
neten Stützen ruhende Balken (Fig. 150) ist nur 
durch eine gleichförmig über die ganze Länge ver- 
teilte Kraft, z. B. durch sein Eigengewicht G be- 
lastet. Welche Drucke erfahren die Stützen A, -B, 

C, und welcher Deformations- und Spannungszustand entsteht in dem Stab 
(Kontinuierlicher Träger)? 



Der Balken Fig. 151 biegt sich unter dgr gleichförmig verteilten Last (r 
f^oweit durch, dass er die ausser der Mitte liegende 
Stütze G mit belastet. Welche Drucke erfahren die i i 1 

Stützen A, B, C? Welcher Deformations- und a ^s, ^^^^ 
Spanuungszustand entsteht in dem Balken ? U 

Wie gross ist für den besonderen Fall a = h 
der Abstand u zu machen, damit a) die drei Stützen 



^ 



Fig. 151. 



gleichen Druck erfahren, wie gross, damit b) die Anstrengung des Balkens 
möglichst klein wird? 

I, Man bestimme die Stützreaktionen sowie den Spannungszustand für die 
kontinuierlichen Träger Figg. 152, 153, 154. 
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Fig. 152. 
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Fig. 153, 
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Fig. 154. 
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Wie gross wird a für Fig. 153, wenn in dem Angriffspunkte der Kraft 
K die Tangente der elastischen Linie horizontal bleiben soll? 

Die Träger können als zylindrische Wellen, die Stützen als Lager 
nach Sellersscher Bauart aufgefasst werden. 

Man rechne Zahlenbeispiele. 



] 
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Dritte Aufgabengruppe. 



100. Der durch ein Hängewerk verstärkte Balken 
Fig. 155, welcher eine gleichförmig verteilte 
Belastung zu tragen hat, soll auf der Strecke^/) 
nirgends stärker beansprucht werden als in deren 
Endpunkten B und 2). Wie ist BD = a zu 
wählen, wenn bei gegebener Länge AE = l die 
Tragfähigkeit möglichst gross werden soll? 




Fig. 155. 



101. Eine schmiedeiserne Welle von 8 cm Dicke und 200 cm Länge sei an den 
Enden und in der Mitte gelagert; das mittlere Lager sei jedoch um 1 mm 
aus der Achse der beiden anderen Lager montiert. Welcher Druck entsteht 
hierdurch in den drei Lagern? Welche Spannung entsteht in der Welle? 
Welche unnötige Reibungsarbeit wird durch den Fehler Verbraucht, wenn 
die Welle 200 Umdrehungen in der Minute macht und der Koeffizient der 
Zapfenreibung SR = 0,08 ist ? 



102. Welcher Deformations- und Spannungszustand ent- 
steht unter Einfluss des Kräftepaares Kh in dem 
an beiden Enden eingeklemmten Balken Fig. 156? 



103. ^^i^ gross ist der Zwischenraum u zwischen den 
quadratischen Holzbalken von 20 x 20 cm Quer- 
schnitt (Fig. 157) vor der Belastung anzunehmen, 
damit die Tragkraft beider in gleichem Masse 
ausgenutzt wird, und wie gross ist dieselbe für 
E = 120 000 kg/qcm, © = 100 kg/qcm? 

104. Welche Druckverteilung findet zwischen den Balken 
Fig. 158 infolge der Belastung durch K statt, 
wenn sich die Balken im spannungslosen Zustand 
druckfrei berühren? Entsteht eine verteilte Kraft von 
A bis B oder eine konzentrierte Kraft im Endpunkt 
des unteren Balkens ? 
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Fig. 156. 
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Fig. 157, 
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Fig. 158. 






lOo. Die Berechnung einer Lamellenfeder, Fig. 159, pflegt man näherungsweise 
so vorzunehmen, als lägen sämtliche Lamellen nicht über, sondern neben 
einander zu einer einzigen Platte verbunden, wie in Fig. 159 fllr die 
Hälften der Lamellen angedeutet. Worin besteht der Fehler dieses 
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Xäherungs Verfahrens ? Wie gross 
ist ftr eine Feder von den Ab- 
messungen der Fig. 159 und fQr 
K= 6000 kg die grösste Spannung 
und die Durchbiegung nach dem 
Xäherungsverfahren und nach ge- 
nauer Rechnung? 
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Fig. 159. 
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Fig. 160. 



Ein Baumstamm (Fig. 160) von der Länge l und ^ 

den Enddurchmessern d^ und d.j^ dessen Gestalt U — j- 
als abgestumpfter Kegel aufgefasst werden kann, L^J 
soll in zwei Punkten unterstützt werden. Wie sind 
die Abstände a und 6 zu wählen, wenn die An- 
strengung des Holzes durch die Eigenschwere möglichst klein werden soll ? 
Wie gross sind für eine solche Lage der Stützen die Senkungen der End- 
punkte und die grösste Senkung zwischen den Stützen? Graphostatisch 
zu lösen. 

Zahlenbeispiel: ?= 16 m, dj = 0,5m, dj = 0,3 m, 7 = 0,5 kg 1, 
£'= 100 000 kg qcm. 



r. Welche Dicke muss ein gerader Draht von 1 m Länge erhalten, damit bei Bie- 
tfungsbelastung durch das Eigengewicht seine elastische Linie mit derjenigen 
einer Eisenbahnschiene von 12 m Länge und ähnlicher Stützung ähnlich wird? 



$. Nach Versuchen von Bach und nach Schule ist für eine gewisse Sorte 
Gasseisen das Hookesche Gesetz zu ersetzen durch 

(j 1.066 = 1 381 700 6 für Druck , 
(ji,395= 1132 700 £ „ Zug. 

Man suche die ^Exzentrizität Cq der neutralen Linie für den kreisförmigen 
Stabquerschnitt bei reiner Biegung unter Beibehaltung der BernouUischen 
Hypothese (§ 50) für Maxö = 800 kg /qcm. 

Anleitung: Man zeichne für eine beliebige Exzentrizität Ci der neu- 
tralen Linie S = /ödF als Fläche, planimetricre sie und stelle sie als 
Strecke dar. Dieses Verfahren für 2 andere e wiederholt, liefert für eine 
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Kurve Sje 3 Punkte und damit die Kurve selbst genau genug, um e^ für 
S = zu finden. 

109. Welche Länge l muss ein quadratischer, ursprOnglich prismatischer Stahl- 
stab haben, welcher, an den Enden frei aufliegend, unter Voraussetzunü 
senkrecht wirkender Stützreaktionen, durch sein Eigengewicht bis zw 
Elastizität<?grenze beansprucht werden soll ? Wie gross ist die Senkung in 
der Mitte? 

Zahlenbeispiel: Quadratseite a = 2 cm, JEJ = 2 200000 kg/ qcni. 
Y = 7,86 kg/1, Oe = 2500 kg/qcm. 

110. Die zylindrische Gelenkstange Fig. 161, deren Kurbeln n Umdrehungen 
pro Minute machen, erfährt in der gezeichneten , , 
Stellung die stärkste Biegungsbelastung infolge der ^^ i "L 
Zentrifugalkraft. Wie gross ist die entstehende /....V ---*-;-' -:- 
grösste Spannung im gefährlichsten Querschnitt, und ^-^^i]!^ t^ 
wie gross ist die Durchbiegung daselbst? Fig. i6L 

Zahlenbeispiel: r = 0,4m, ? = 2m, d = 80mm, n = 250, 
E=2 100000 kg/qcm, / = 7,85 kg/1 . 

111. Man ermittle durch Zeichnung die in Fig. 162 dargestellte Form der ela- 
stischen Linie eines ursprünglich geraden Stabes, bei welcher die End- 
tangenten mit der Kraftrichtung einen rechten 
Winkel d= 90^ bilden. 

Anleitung: In der Gleichung 

1 _ 3/ _ Ä^ 
Q ~ JE~^ JE ' 

in welcher h der Krafthebelarm von K inbe- 

K 1 

zug auf ein elastisches Element ist, setze man tt^ = 1 1 unter p eine 

JE j)^ ^ 

konstante Strecke, den Parameter der elastischen Linie verstanden. Setzt 

man dann die elastische Linie von A beginnend, aus Elementen von etwa 

./J5 = 1 cm zusammen, so kann für jedes neue Element, ehe noch dessen 

Q bekannt ist, der Krafthel)elarm k hinreichend genau abgestochen werden. 

Berechnet man dann q ^^ ^, , was auch graphisch geschehen kann, so kann 

das Element als Kreisbogen gezeichnet werden. Aus der Aneinanderreihung 
derartiger Kurvenelemente erhült man die vollständige elastische Linie. 
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Aufgabe 109 werde mit Bezug auf Fig. 163 in 

der Weise abgeändert, dass der Reihe nach 

i = 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80« wird. Für 

jede der erhaltenen Kurven (einschliesslich der 

l c 

ftr d = 90^ drücke man aus — und — , unter 

l die Länge der elastischen Linie, unter c die 
kflrzeste Entfernung AE der Endpunkte ver- 
standen. 





Die Linie Fig. 164 stelle die elastische Linie eines ursprünglich geraden 
Stabes von der Länge / dar, dessen Endpunkte durch ein 
reibungsloses Crelenk verbunden sind. Welchen Winkel 
rf bilden die Endtangenten mit der Kraftrichtung? Wie 
gross in Teilen von / ist der Durchmesser ({? 

Anleitung: Zur analytischen Lösung mit Hilfe el- 
liptischer Integrale kann das S. 69 zitierte Werk von 
K Kriemler empfohlen werden. Eine ausreichend genaue 
Lösung erhält man, wenn man die in Aufgabe 112 ver- V\%. 164. 

kngten Werte — als Ordinaten einer Polarkurve darstellt, dcnMi .\inpli- 

P 

luden die 6 sind. Wo die Kurve die Achse schneidet, hat ö (Umi gt*- 
suchten Wert. Mit diesem Winkel die Verzeichnung der elastischen Linie 
wie bei den vorigen Aufgaben beginnend, muss sich r = ergeben, 

^ Man zeichne die elastische Linie mit Bezug auf Fig. 16r» fOr 6 10^ 

20, 30®, suche - für jede dieser Kurven auf und zeichne eine rohir- 

P 

kurve mit den Amplituden d 

und den Radien vektoren 

P 

Verlängert man diese Po- 
larkurve bis zu dem Grenzfall 
<f = 0, der dem Zustand ent- 
^richt7 in welchem der Stab durch die Kriifte KK nocii nicht gebogen 
wird, während eine kleine Zunahme dA' die Biegung hervorbringen wünle, 
80 erhält man den Grenzwert l =^^,\Ap -=^ Jip ^ der sich wegen der hier 
stattfindenden Übereinstimmung zwischen d.v und dx auch rechneriKch ohne 
elliptische Integrale finden lässt. 

Lösung: Nach den Gleichungen (192) und (193) und nach Aufg. 111 ist 




Fig. 16r>. 
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''_dhj _ M _Kk_k 

Nach Fig. 165 ist aber y = y^ — k, also y" = — k'\ demnach 



ff 



— r= 



p 



oder — dk' = —i^dx , 



dk 



Multipliziert man links mit k\ rechts mit dem gleich grossen j*" , so folgt 

,/ , ,/ fCdrC 

— Je, ([Je = — ■- . 

Die erste Integration ergibt — k 2= ^ + C^ . Da aber für den Mittel- 



y« 



y« 



j-F 



punkt 1'= und }c = y^ ist, so wird Cf = — -^, also k'^= , 

Jr 1 



dx = 



pdk 



Die zweite Integration ergibt x = — p arcsinf — ) + ^2» ^^d, daflir 



k X 
den Mittelpunkt x = und - = 1 ist, so wird C2 = ^ P- Mithin ist 



x = -i,(arcsin(-|*) + -j) 



die Gleichung der unendlich wenig gebogenen elastischen Linie. FQr 
:r = + -^ wird ä; = 0, also, abgesehen von dem Richtungsvorzeicheu, 
l=jip^ wie oben behauptet. 

Anmerkung: Ersetzt man wieder den in Aufg. 111 definierten Para- 

1 / W T 

meter p durch seineu Wert p = y "1- , so erhält man 



jf 



1^ 



d. i. die Eulersche sogenannte Knickformel für den Gelenkstab. In dieser 

1 üf 
Gleichung ist j/q nicht enthalten: es ist also =0 oder d?/= -x^dKy 

und es zeigt sicli iiiennit, dass, wenn K den obigen Wert erreicht hat, eine 
sehr kleine Zunahme genügen wird, eine Durchbiegung y^ hervorzubringen, 
die das zulässige Mass überschreiten, sogar den Bruch zur Folge haben kann. 

Dass ?/q in Wirklichkeit von K abhängig ist, ergibt die genauere 
Untersucliung der elastischen Linie, bei welcher d^'-^ = dx^ + dj/'-^ zu 
setzen wäre. 
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Die Verbindung einer Schieberstange A (Fig. 166) mit der Exzenterstange 
B soll durch ein stählernes Blattgelenk von der Breite c und der Dicke 
d vermittelt werden. 

Unter der Annahme, dass 

zur Schieberbewegung eine Kraft 

K. = 2000 kg erforderlich ist und 

für e=2,5, f=6, gr = 55, 

A = 30 , i = 68 cm soll das 

Blattgelenk so berechnet werden, 
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Fig. 166. 

dass die entstehende Spannung in keinem Punkte grösser wird als 
S=800kg/qcm. Nach Feststellung der Form sind noch die grössten 
Drucke in den Führungen der Schieberstange und die von denselben ab- 
hängigen Reibungen mit 91 = 0,2 (Reibungsfaktor) zu berechnen, deren Be- 
trag in dem gegebenen Wert far K schon berücksichtigt sein mag. 

Die gusseiserne Schwungkugel eines Regulators befinde sich am Ende einer 

Blattfeder A^ (Fig. 167), welche in der Ruhe die Form eines Prismas mit 

senkrechter Achse hat. Welche Anstrengung der Feder 

and welche Bewegungen des Kugelmittelpunktes Jx 

und Az werden sich ergeben, wenn die Regulatorwelle 
mit n Touren pro Minute gleichförmig rotiert? 

Zahlenbeispiel: Kugelgewicht O = 12 kg, 
ö = 15 cm , 6 = 60 cm , c = 5 cm , d = 1,2 cm , 
n = 200. 

Anleitung: Man vernachlässige zunächst die 
Zentrifugalkraft der Feder, suche jedoch nachträglich 
den hiermit begangenen Fehler wenigstens näherungs- 
weise zu bestimmen. 



17. Ein im freien Zustand gerader Draht sei, wie Fig. 168 
zeigt, in A an einem Zylinder vom Halbmesser r be- 
festigt, in E durch ein Gewicht O belastet. Die Form 
der elastischen Linie ist zu bestimmen. 

18. Ein elastischer, im spannungslosen Zustand gerader 
Stab, Fig. 169, von der Länge l werde mit den 
Enden in den festen Punkten A und J5?, deren Ab- 
stand a kleiner als l ist, befestigt und in der Mitte 
durch einen Zylinder vom Halbmesser r und dem 
Gewicht O belastet. 



T 
Fig. 167. 




Fig. 168. 




Fig. 169 



206 



Dritte Aufgabengruppe. 



Man ermittle die Anstrengang des Stabes und die Form der elasti- 
schen Linie. 

119. Am Kreozkopf einer Dampfmaschine sei zum Zwecke des Indikatorantriebes 
ein schmiedeiserner Rundstab von der Dicke d und der Länge l so be- 
festigt, dass seine Achse mit der Zylinderachse einen rechten Winkel 
bildet. Die Pleuelstange habe die fünffache Länge des Eurbelradius r. 

Welche Anstrengung entsteht in dem Stab, und welche elastische 
Bewegung erleidet der Endpunkt infolge der Beschleunigung bei einer 
minutlichen Tourenzahl n ? In welcher Kurbellage ist diese am grössten ? 

Zahlenbeispiel: d = 2cm, /=60cm, r=40cm, n=200. 

120. Ein prismatischer Stab AE (Fig. 170) von der Länge ?, dessen Querschnitt 
ein Quadrat von der Seite a ist, sei um eine am Ende A befindliche hori- 
zontale Achse drehbar, während das andere Ende E auf einer Unterlage 
ruht. Der Stab werde in die Stellung / gebracht 

und dann sich selbst überlassen. Durch den zwang- 
läufigen Fall gelangt er mit einer Winkelgeschwin- 
digkeit CO2 in die Stellung //, in welcher die Be- 
wegung des Punktes E plötzlich unterbrochen wird, 
während sich die zwischen A und E liegenden Teile 
noch weiter bewegen. Die hierbei entstehenden Defor- 
mationen und Spannungen sind zu untersuchen. 

Zahlenbeispiel: Z= 2 m, re = 1,2 cm. Material Schmiedeiseu . 




"n 



Fig. 170. 



Vierte Aufgabengrnppe. 

Aufgaben über Biegung fester und beweglicher 

Stab Verbindungen . 



L Der Stabwinkel 012 (Fig. 171) aus Quadrateisen von 
durch die Kraft K belastet. Wie ist K gerichtet, 
wenn in den Querschnitten und 1 die gleiche Bruch- 
gefahr stattfindet? Wie gross sind die elastischen 
Wege Ax^ und Ay^ und der Biegungswinkel ß^ des 
Querschnitts 2, welche durch die Komponenten Kx 
und Ky sowie durch ein in 2 angreifendes Kräfte- 
paar vom Moment M^ (rechtsdrehend) bewirkt werden ? 
Wie gross ist, fttr Ky=^\^ Kx und Ifj, wenn Ax2 
sein sollen? 



d cm Dicke werde 
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Fig. 171. 
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Welche Länge erhält der Arm c in dem Stabeck 012 3 
(Fig. 172), wenn unter dem Einfluss der senkrecht 
wirkenden Kraft K der Biegungswinkel /92 = ^ ^^r* 
den soll? Wie gross sind für diesen Fall die Wege 
Aqc^ und Ay^ ? 

Durch eine unbekannte Kraft Q werde in dem Stab- 
eck 012 3 (Fig. 173) die Senkung J1/3 des Punktes 3 
hervorgebracht. Wie gross ist die gleichzeitig stattfin- 
dende Senkung Ay^ ? Wie gross wird Ay^ , wenn Q 
nach 4 verlegt wird? 

Zur Vereinfachung der Rechnung sei & = . 

k Ein eisernes Gerinne erhält zur Verstärkung der Blech- 
wände Walzeisenrippen von der Form Fig. 174. Wie 
gross muss, wenn h und h gegeben sind, der Ab- 
stand a der Längsträger sein, wenn in den Quer- 
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Fig. 172. 
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Fig. 173. 
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Vierte Anfgabengruppe. 



c 







Fig. 175. 



schnitten 1, 2, 8 gleiche Bruchgefahr stattfinden soll. Welches ist der 
grösste Wert -r- , bei welchem sich diese Bedingung noch erfflllen lisst? 

125. Der winkelförmig gestaltete Hobelstahl (Fig. 175) werde mit einer Einrichtung 
versehen, welche ermöglicht, die Grösse A des elastischen Weges <l^ 
Schneidkante und den Winkel a zu messen, welchen 
A mit der Schnittfläche bildet. Wie lässt sich hier- 
nach die Grösse der auf die Schneidkante wirkenden 
Kraft Q und der Winkel q> berechnen, welchen Q mit 
der Schnittfläche bildet? In welchem Querschnitt 
des Stahles findet die grösste Spannung statt, und 
wie gross ist sie? 

Zur Vereinfachung der Rechnung kann angenom- 
men werden, dass die Schneide in der Mittelebene des Armes h liegt. 

Zahlenbeispiel: Der Stahlquerschnitt sei ein Quadrat von 3 c 
Seite, a = &=18cm, J = 0,05 cm , a = 30 ^ 

136. Welche Momente entstehen in dem Winkel 12 
(Fig. 176) in den Schnitten und 1 durch die Kraft 
K^ und welcher Druck kommt auf die Gelenkstrebe c ? 
Wie ist die Resultante der in 2 angreifenden, auf den 
Stabwinkel wirkenden Kräfte gerichtet? 

127. Wenn der Stabwinkel ABC (Fig. 177) im unbelasteten 
Zustand die Befestigungswand bei G druckfrei be- 
rührt, wie gross ist der infolge der Belastung Jl ent- 
stehende Druck bei (7, vorausgesetzt, dass die Reibung 
unberücksichtigt bleibt. Wie verhält sich zu K die 
Belastung jÖTq, welche ohne die Stützung in C die- 
selbe Anstrengung des Stabes verursachen würde? ^^^' ^^'^^ 

Man setze dabei zur Vereinfachung z. B. AC = AB , 

128. Der rechteckige Rahmen von überall gleichem qua- 
dratischen Querschnitt, Fig. 178, werde durch die 
gleich grossen Kräfte K^ K belastet. In welchen Quer- 
schnitten findet die grösste Spannung' statt, und wie 
gross ist sie V Welche elastische Form nimmt die Zen- 
trallinie an, insbesondere, wie gross sind die Änderungen 
des senkrechten und des wagrochten Durchmessers? 
In welchem Verhältnis stehen diese Grössen ? (Gras- 
hof, Theorie der p:iastizität und Festigkeit S. 194.) 





Fig. 178. 



Vierte Aufgabengrappe. 
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I. Der quadratische Rahmen Fig. 179 soll durch Reibung 
SO auf der Welle vom Durchmesser d befestigt wer- 
den, dass zwischen beiden Teilen ein Moment Jf über- 
tragen werden kann. Der Querschnitt des Rahmens 
»ei ein Rechteck von dem Seitenverhältnis a : 6 = 1 : 2 , 
die lichte Weite vor dem Aufpressen soll d^, die 
grösste Spannung @ sein. 

Zahlenbeispiel: d = 15 cm, M = 80 kgrti, © = 1200 kg/cm. 
Zu berechnen a, b, (1q. 




Fig. 179. 



G 



] 



Wenn die senkrechten Rahmenstäbe in Fig. 178 so weit wie möglich ver- 
kürzt werden, so ergibt sich die Form Fig. 180 der geschlossenen Blatt- 
feder. 

Man berechne unter der Annahme 6 = die 
grösste Spannung © und die Federung durch die Be- 
lastung iT, K sowie die elastische Energie, ausge- 
drückt durch @, endlich die Dauer der bei stossweiser 
Belastung entstehenden Schwingungen, wenn der Mittelpunkt der oberen 
Lamelle fest ist und die Belastung K in einem Gewicht besteht. 



a \ a 
Fig. 180. 



I. 3ran beantworte die Fragen der Aufgabe 128 mit Bezug- 
nahme auf den quadratischen Rahmen Fig. 181 für diago- 
nale Belastung. 




& Durch Anziehen der Schraube A (Fig. 182) soll der Deckel B mit einer 
Kraft von 1500 kg angedrückt werden. Wie gross 
ist die hierdurch entstehende grösste Spannung in 
dem Bügel C, und wo lindet sie statt? Um welches 
Mass muss die Schraube aus der Mutter herausge- 
dreht werden, um den gewünschten Druck zu er- 
reichen? Falls die Querschnitte in der Symmetrie- 
ebene und an den Ecken des Bügels verschiedene An- 
strengung erfahren, so soll versucht werden, diesen 
Unterschied dadurch zu beseitigen, dass die Bolzenlöcher am Bügel zwar 
in 600 mm Entfernung, an dem Rohrstück jedoch im Abstand 600 + x 
trebohrt werden. Wie gross wird a:? 

Brauer, Festigkeitslehre. 14 




Fig. 182. 
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Vierte Aufgabengruppe. 



133. Der quadratische Rahmen Fig. 183 aus Qaadrateisen von 
2 cm Querschnittseite und 30 cm mittlerer Rahmenseite ro- 
tiert infolge seiner Befestigung auf einer senkrechten Achse 
mit dieser um seine senkrechte Mittellinie. In welchem 
Punkte entsteht die grösste Spannung @, und bei welcher 
Tourenzahl pro Minute erreicht @ den zulässigen Wert 
800 kg/qcm? Um wieviel vergrössert sich dabei der hori- 
zontale Durchmesser? 




Fig. ZI 81 




wmm 

Fig. 184. 



134. Das gleichseitige, in den Endpunkten gelenkig be- 
festigte Stabeck Fig. 184 wird in den Ecken 
durch die Kräfte K^^Ki^, K-^ belastet, welche sich 
verhalten wie 1:2:3. Welche Momente entstehen 
in den Eckquerschnitten ? Warum muss sich unter 
diesen der gefährlichste Querschnitt befinden? 

Anleitung: Man fixiere ein Koordinatensystem an dem Stabeck in 
, drücke /Ix^ durch Ä'^ y K2, K^ sowie durch die statisch bekannte senk- 
rechte und die statisch unbekannte wagerechte Komponente X der Reaktion 
J?4 aus und setze /Ix^ == 0. Aus dieser Gleichung kann X berechnet 
worden . 



135. Der bei A und E gelenkig befestigte Stabwinkel Fig. 185 sei in B^ C, B 
durch die gleich grossen Kräfte K belastet. Wie 
gross ist das grösste Schnittmoment im Stab? Wie 
verhält sich die Festigkeit der Konstruktion Fig. 185 
zu einer im allgemeinen gleichen, bei welcher in 
C ein Gelenk angebracht wird? Wie verhalten sich 
die Horizoutalkräfte in A und E in beiden Fällen ? 
Zahlenbeispiel: Welches normale I-Profil 
ist anzuwenden, wenn a = 2,5 m, A = 3 m, Ül = 1200 kg ist? 



136. Welche Reaktionen und Reaktionsmomente entstehen 
durch die Belastung K in den Befestigungsschnitten 
und 3 des zweifach fixierten Stabecks Fig. 186? 
Wie gross sind die Schnittniomente in 1 und 2 ? 
Wo ist der gefiihrlicbste Querschnitt ? 




Fig. 1S5. 




Fig. 186. 



137. Der Zapfen einer Welle erfährt nach Ausweis der Rechnung eine elastische 
Neigung von 1 Bogenminute. Um zu verhtlten, dass hierdarch eine un- 
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gleichmässige Verteilung des Druckes über die 
Länge des Zapfens entsteht, soll das Lager durch 
einen Lagerstuhl von der Form Fig. 187 unter- 
stützt werden, dessen Länge 1200 mm ist. Wie 
gross muss d sein, damit unter dem Drucke 
K= 10000 kg die Stützfläche sich ebenfalls um 
1 Minute neigt? Von der Elastizität der Grund- 
platte und der Stützplatte mag dabei abgesehen 
werden. 

B. Welche Richtung muss die Kraft K (Fig. 188) 

haben, damit die kleine elastische Bewegung des 

Punktes 2 ein Element einer senkrechten Gera- 
den ist? 

Das Stabeck Fig. 189 soll bei einem Werkstattraum 
gleichzeitig für die Wände und für das Dach als 
Rippe dienen. Hierbei ist auf die senkrechte Strecke 
a ein Winddruck p^ auf die wagerechte Strecke h 
eine gleichförmig verteilte Belastung q pro laufen- 
den Zentimeter als Belastung zu rechnen. Wo 
liegt der gefährlichste Querschnitt, und wie gross 
ist das grösste Schnittmoment a) wenn die Stab- 
enden eingemauert, b) wenn sie wie in Fig. 184 
gelenkig befestigt sind? 



9. Für den Stabwinkel Fig. 190 ist das Schnittraoment 
in den Schnitten 0, 1, 2, 3, für gelenkige Befesti- 
gung (Winkelkran) dasjenige in 1 und 2 zu be- 
rechnen . 

Zahlenbeispiel: a = 4m, 6 = 5m, 
rf = 2,5m, ir=2000kg. 

L Für das Konsol Fig. 191 ist mit der Annäherung 
durch ein Dreieck aus den Seiten a, />, (• das 
Schnittmoment im gefährlichsten Querschnitt zu be- 
rechnen . 




Fig. 187. 
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Fig. 188. 



in m i I 




Fig. 189. 



. ^ d -^ 



& 



mö af 



I 



Fig. 190. 
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Fig. 191. 
14* 
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Vierte Aufgabengruppe. 



142. Der rechteckige Rahmen Fig. 192 ist bei und 1 
gelenkig befestigt, bei 3 durch eine senkrechte 
Kraft K belastet. Man berechne die Schnittmo- 
mente in den Querschnitten 0, 1, 2, 3 unter der 
Annahme tiberall gleicher Querschnitte. 



'^/ 



f 



Fig. 192. 




143. Das Stabeck Fig. 193 ist durch die bei 1 und 5 
gelenkig befestigte Spannstange verstärkt. Man 
ermittle die Schnittmomente in den Schnitten 
bis 6. 

Anleitung: Fixiert man ein Koordinaten- 
system in 0, so erhält man zunächst, wie bei den 
früheren Aufgaben die Gleichungen Ax^ = 0, 
Jy^ = 0, ßa = 0. Bezeichnet man ferner die Wegkomponenten der Punkte 
1 und 5 nach der Richtung 1 5 mit Jwj und Jt/5, so ist, wenn die Dehn- 
barkeit der Stange 1 5 vernachlässigt wird, Ju, = Au^. Die vier Glei- 
chungen genügen zur Bestimmung von den drei statischen Unbekannten bei 
6 und der unbekannten Spannung ?7 in 15. 



Fig. 193. 
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Fig, 194. 



144. Der Rahmen Fig. 194 sei durch zwei gleiche Kräfte K^ K belastet. Wo 
ist das biegende Moment am grössten und 
wie gross ist dasselbe? 

Anleitung: Mau fixiere das Koordi- 
natensystem bei 0, denke Schnitte gelegt 
bei 1 und 2 und führe die Unbekannten X^ , 

J/j , X2 , 1^2 y ^^2 ^^" ' ^^^ welche sich 5 

Deformationsgleichungen ergeben, nämlich 

zunächst Ax^ =0, ßi =0. Drei weitere Gleichungen erhält man, indem 

man JX2, Ay2, ß^ einmal auf dem Weg über A, das anderemal auf dem 

Weg über B ausdrückt und beide einander gleichsetzt. 

145. Der Rahmen Fig. 195, unter welchem man 
sich etwa einen Wagebalken oder einen 
Balancier in besonderer Gestalt vorstellen 
kann, befinde sich unter der Wirkung der 

Kräfte A", , A'^2 » ^'3 im Gleichgewicht. Man 
berechne die Schnittmomente für die Ecken 
und zeichne ein Diagramm für die Variation 
der Momente in den sämtlichen Stäben. Die Rechnung kann mit selbst- 
gewählten Buchstaben oder Zahlen durchgeführt werden. 




Fig. 195. 



Fünfte Aufgabengruppe. 

Aufgaben über Biegung gekrümmter Stäbe von 

relativ geringer Dicke. 






5» Der nach der Form eines Kreisquadranten gebogene Stab AE (Fig. 196) 

wird in E durch die Kräfte Kx und Ky und das Mo- 
ment Jf auf Biegung beansprucht. Man berechne für 

den Angriffspunkt E die Verschiebungen Ax und Aij 

sowie den Biegungswinkel ß. 

Welche Beziehungen müssen zwischen Kx, Ktj, M 

l^estehen, damit sämtliche elastischen Wirkungen in E 

Kall werden, wenn 3f 4= ist? Wo liegt in diesem 

Falle der gefilhrlichste Querschnitt, und wie gross ist 
daselbst das Schnittmoment? 




Fig. 10(). 



a\ 



Fig. 197. 



Man ermittle die elastischen Wirkungen Ax^ Ay , ß für die Mittelpunkte 
der Kugeln EE (Fig. 197) infolge ihrer Schwere und 
der Zentrifugalkraft, welche entsteht, wenn die senk- « 
rechte Welle n Umdrehungen per Minute macht, unter 
der Voraussetzung, dass die Zentrallinie der elasti- 
schen Arme im unbelasteten Zustand ein Viertel kreis 
vom Radius r ist, das Gewicht der Arme vernach- 
lässigt werden kann und die Formänderungen nur 
gering sind. 

Der Punkt E des Quadrantstabes AE (Fig. 198) sei 
durch die in D und E gelenkig befestigte Strebe DE 
gestützt, durch die senkrechte Kraft K belastet. Wie 
gross ist die in der Strebe entstehende Kraft, wie gross 
die Senkung von E? Wo ist der gefährlichste Quer- 
schnitt, and wie gross ist das Moment daselbst? Fig. 108 
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Fünfte AufgabeDgruppe. 



149. Welche elastischen Wirkungen entstehen in E (Fig. 199) 
durch die Kraft K mit dem Angriffspunkt C, und wie 
gross sind die elastischen Wirkungen in C, wenn K 
nach E verlegt wird? 

Welche Kurven beschreibt C, wenn E auf einem 
kl(»in(Mi Kreise geführt wird und umgekehrt? 

150. Die Holle E (Fig. 200) berührt im unbelasteten Zustand 
des halbkreisförmigen Stabes eine senkrechte Wand ohne 
Druck. Wie gross ist der Druck zwischen Rolle und 
Wand, welcher durch die Kraft K hervorgebracht wird? 




IT)!. Die Kollo K (Fig. 201) berührt im unbelasteten Zustand 
des lialhkreistörmigen Stabes eine wagerechte Wand ohne 
Druck. Wie gross ist der Druck zwischen Rolle und 
Wund, welcher durch die Kraft K hervorgebracht wird? 

IM. l>i«* hulhkreisförmige Feder AE (Fig. 202) ist in 
doni Sturren .\rm CE unbeweglich befestigt, welcher 
^\A\)s\ hei r um einen Gelenkzapfen drehbar ist. 

Wie gross ist der durch die Belastung K her- 
vor^ehniclite Druck li auf den Zapfen C, und wie 
isf derselbe gerichtet, vorausgesetzt, dass für iL = 
iiueh l\ ist? 

l''nr weleiie Grösse und Richtung von l bleibt 

/.' o,a.- A-.ro? ^'«-^o^- 

Anmerkung: Im letzteren Falle ist C das Momentanzentrum des Stab- 
t leiiients hoi E für den freien elastischen Halbkreis unter der Belastung K. 

liV). Hin kreislftrmig gebogener Drahtring (Fig. 203), dessen 
Kndeii sieb druckfrei berühren, soll durch Einzwängen 
eines Dnibtes von gleieber Dicke geötinet werden. Wie 
gross niuss dux Verhältnis /' : d wenigstens sein, wenn 
bierbei dir Klastizitätsgrenze o nicht überschritten wer- 
den soll ? 

/ablenbeispiel: Wie gross ist r, \venn(/ = 8mm, 
o. J'-MM) kg ipm, E ^^ 2000000 kg (icm ist. F^ig. 2(0 
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Wie gross wird r für das Zahlenbeispiel der Aufgabe 153, wenn die Öff- 
iiuug des Ringes nicht durch Einzwängen eines Drahtes, sondern durch zwei 
au den Enden des Ringes angreifende Kräftepaare bewirkt wird? 



Für die Feder (Fig. 204), welche aus einem kreisför- 

luigen Teil und zwei geradlinigen Ansätzen besteht, 

«leren Länge gleich dem Kreisdurchmesser 2 r ist, be- 

recLne man die durch die Kräfte K hervorgebrachte 

Oilnang bei C und bei E, 




Fig. 204. 



6- Wird ein Draht um den Dorn i (Fig. 205) in die Form 
einer Schraubenfeder gewickelt, so hat diese nach Been- 
«ligung der Arbeit nicht den lichten Durchmesser i, son- 
'lern einen wesentlich grösseren a. Welche Beziehung 
wird zwischen i, a und d stattfinden, Avenn Oc = 2200 
kg/qcm , J5J = 2 000 000 kg/qcm ist ? 




Fig. 205. 



S*. Der halbkreisförmige Stab AE (Fig. 206) ist mit Gelenkbolzen befestigt, 

welche im unbelasteten Zustand druckfrei sind. Wie 

gross sind die Kräfte R und Q, welche in den Gelenken 

A und E durch die Kraft K hervorgerufen werden, 

und wie sind sie gerichtet? 

Anleitung: Aus der Gleichung der statischen 
Momente inbezug auf A erhält man die statisch be- 
stimmte Komponente Qy^ während die statisch unbestimmte Qx aus der 
Gleichung fQr die elastische Wirkung in E^ nämlich Jx=0^ hervorgeht. 
Danach sind auch die Komponenten Rj, ßy leicht zu finden. 




Fig. 206. 



J. Die in Fig. 207 dargestellte Form des Stabes AE 
entspreche dem spannungslosen Zustand. Der Stab 
besteht aus einem Kreisquadranten vom Halbmesser 
r und zwei geraden Teilen von der Länge r. Man 
ermittle Grösse und Richtung der Gelenkdrucke in 
A und E, welche durch die Belastung K hervorge- 
rufen werden. 




Fig. 207. 



l Welche Spannungen und Deformationen entstehen in dem bei A und E 
eingeklemmten Halbring Fig. 208 infolge der Belastung K? 
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FQnfke Aufgabengruppe. 



Anleitung: Man führe die Schnittkräfte S, T und 
das Schnittmoment M im Schnitt bei E als Unbekannte 
ein und berechne sie aus den Deformationsgleichungen für 
Ax. Ay und ß in Ey welche sämtlich Null sind. Hier- 
zu kann auch die Castiglianosche Methode verwendet 
werden, wie bei den meisten Aufgaben dieser Gruppe. 




160. Ein Stabquadrant AE (Fig. 209) von dem mittleren Radius r und d(T 
Dicke d sei an beiden Enden in einem starren Körper eingeklemmt, 
welcher kalt bleibt, während der Stab vom spannungs- 
losen Zustand bei 0^ beginnend um ^^ erwärmt wird. 
Welche Spannungen und Deformationen entstehen hier- 
durch in dem Stab, wenn a der Koeffizient der Wärme- 
dehnung ist? 

Zahlenbeispiel: r = 500mm, d = 30mm, 
1 




#^/xi^^^.^]^ 



ß 



= 80 000, jE7=2 000 0O0kg/qcm, ^ = 350^ 



Fig. 200. 



Anleitung: Man berechne fQr den Schnitt E die durch die Wärme 
und durch die daselbst entstehenden unbekannten Klemmkräfte 5, T und 
durch das Moment M bewirkten Bewegungen Ax^ Aij, ß, setze sie Null 
und berechne aus den drei Gleicliungen Sy T, M, 



161. Man ermittle die statisch unbestimmten Kräfte, bezw. das Moment für <li> 
in verschiedenem Grade geschlossenen Ringe (Figg. 210, 211, 212). Mit 






Fig. 210, 



Fig. 211. 



Fig. 212. 



welchem Recht kann man Fig. 210 als ^', geschlossen, Fig. 211 als -.^ 
geschlossen, Fijr. 212 als ^/^ geschlossen bezeichnen? 



162. Man ermittle ITir den Hin« Fig. 218 den Spannungszustand und die Ver- 
grösserung des Durchmessers .1 E infolge der Kräfte A'Ä^. 



I 
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Zahlenbeispiel: Der Ring bestehe aus Flacheisen 
von der radialen Dicke d und der Breite h = 4d, Er 
diene als Spannring einer Dachkonstruktion für Schrauben 
von 20 mm Durchmesser. Der mittlere Ringhalbmesser sei 
80 mm. Berechne b und d so, dass die Spannung im 
Ring nicht grösser wird als im Schrauben kern. 




I. Welche Dimensionen erhalt der Ringquerschnitt nach 
dem Zahlenbeispiel der Aufgabe 162, wenn 4 Spann- 
schrauben von gleicher Spannkraft vorhanden sind? 
(Fig. 214). 




!• Man ermittle das grösste Schnittmoment 

a) für einen nach Fig. 21 durch 6 gleiche und 
regelmässig verteilte Kräfte beanspruchten Ring, 

b) für n solche Kräfte. 



Fig. 214. 




Fig. 215. 



K. Wie gross ist die Zunahme der Entfernung AE, 
welche bei dem gekrümmten Stab Fig. 216 durch die 
Kräfte K hervorgebracht wird? Wie gross würde, 
wenn der Stab bei A mittels einer Verlängerung fest- 
geklemmt wäre, die Seiten Verschiebung von jE7V 



f 



Die in Fig. 217 dargestellte Feder einer 
Dohmen-Leblancschen Kupplung wird 
durch die Kräfte K belastet. Bei welchem 
Wert K wird die grösste zulässige 
Spannung 4000 kg/qcm erreiclit? Welche 
Verkürzung erfährt die Feder bei dieser 
Belastung ? 




'*S/i^/a^25^ 




Brfife 20 mrn 
Fig. 217. 



p. Wie gross sind Senkung, Seitenverschiebung und Biegungswinkel von E in- 
folge der Belastung A', wenn die Feder Fig. 218 bei A eingeklemmt ist? 
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Fünfte Aufgabengruppe. 



Welche allgemeine Bedingung ist zu erfüllen, da- 
mit der in E endigende gerade Teil des Stabes parallel 
und in einer senkrechten Geraden geführt wird? 



168. Die in Fig. 219 im ungespannten Zustand dargestellte 
Feder, welclie die Form einer archimedischen Spirale 
hat, >Yerde durch Drehen der fest gelagerten mittleren 
Achse um 180^ gespannt. Wie gross ist das hierzu 
erforderliche Moment? Welche Grösse und Richtung 
hat der zwisclion der Achse und ihren Lagern entstehende 
Druck ? 

169. Man ermittle für die geschlossene Feder Fig. 220 
die statisch unbestimmten Momente in den Schnitten 
bei D und die Lage der Linie, in welcher die 
Schnittkrat't daselbst wirken müsste, um die Ein- 
wirkung der unteren Federhälfte auf die obere voll- 
ständig zu ersetzen. 

170. Das elastische Maschinenelement Fi^. 221 ist aus Stahl- 
guss so zu berechnen, dass bei einer Stangenkraft von 
A' =0000 kg die grösste Spannung @ = 800 kg/qcm 
und die Federun*.^ 1 mm beträgt. 



171. Die aus zwei elastisclien, in E gelenkig verbundenen 
Quadrantstäben bestehende Feder Fig. 222 hat die Eigen- 
schaft, ilass die elastischen Bewegungen des Punktes E 
durch die Kraft K in deren Richtung verlaufen. Man 
prüfe diese Beliauptung zunächst für den dargestellten be- 
sonderen Fall uuil suche da^ allgemeine Gesetz, nach 
welchem diese Aufgabe noch durcli anders geformte Fe- 
dern K'elöst werden kann. 



op 

£ 
K 

Fig. 218. 




Fig. 219. 
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Fig. 221. 




Fig. 222 



172. Wie gros>^ i<t der Druck R im Gelenk C Fig. 223, we^lcher durch die 
Kriiftt» A'A' liervorgerufen wird, wenn für A' = auch M = ist, und 
wenn <lie am (lelenk betindliclien Teile vollkonnnen starr sind? 
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Anleitung: In dem bei A an der Feder 
fixierten Koordinatensystem ist für den Punkt C 
Ay = 0. Hieraus lässt sich JB berechnen. 



Der Bogenträger Fig. 224, welcher sich mit Kämpfer- 
gelenken auf die Widerlager stützt, sei in 5 gleich 
weit von einander und von den Gelenken entfernten 
Punkten mit je 1500 kg belastet. Welches I-Nor- 
malprofil ist fftr den Bogen erforderlich, v^renn die 
Spannung im gefährlichsten Querschnitt nicht grösser 
werden soll als © = 800 kg/qcm ? 



Für die kranartigen Bogenträger 
Fig. 225 und Fig. 226 sind die 
gefährlichsten Querschnitte und die 
Schnittmomente daselbst zu er- 
mitteln. Fig. 225 ist aus einem 
geraden und einem viertelkreisför- 
migen Stab, Fig. 226 aus Qua- 
dranten eines Kreises und einer 
Ellipse zusammengesetzt. 






Fig. 224. 




Fig. 225. 



Fig. 226. 



I 



Zwei gusseiserne Quadrantstäbe / und II sollen nach 
Fig. 227 durch Gelenke verbunden werden. Beim 
Zusammensetzen stellt sich heraus, dass beim Teil // 
die Achsenentfernung der Bolzenlöcher bei C und 
D um ein Geringes (/" mm) falsch gebohrt ist. 
Wenn trotzdem die Zusammensetzung mit genau 
passenden Gelenkbolzen erzwungen wird, wie gross 
ist die in beiden Teilen entstehende Spannung? 

Zahlenbeispiel: r = 600mm, d = 50mm, 
1000000 kg/qcm. 



Die halbkreisförmigen Stäbe / und II (Fig. 228), welciie in C und D 
durch Gelenke verbunden sind, haben verschiedene Querschnitte, deren 
Trägheitsmomente Jj bezw. Jj ^^"^^- Welche Richtungen erhalten die 
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Fünfte Aufgabengruppe. 



durch die Belastungen KK in C und D entstehen- 
den Zapfendrücke, und in welchem Verhältnis stehen 
die grössten in I und in II auftretenden Biegungsmo- 
mente ? 




Fig. 228. 



177. Auf das in Fig. 229 dargestellte Rad, dessen Kranz und dessen Arme aas 
Flacheisen von gleichem Querschnitt bestehen, werde durch die Achse die 
senkrechte Kraft K übertragen. Man untersuche den 
Spannungs- und den Deformationszustand in den einzel- 
nen Teilen des Rades in der dargestellten und in einer 
um 90^ veränderten Lage. 

Anleitung: Man lege die Schnitte bei C und bei 
E und führe in jedem die Schnittkomponenten 8 und 
T sowie das Schnittmoment M als Unbekannte ein. 
Zur Berechnung der 6 Unbekannten &, Tc, Mo^ &, 
Tr, Mn, dienen 6 Gleichungen, welche ausdrücken, dass die Werte Ja;, 
J?/, /9 für C und E über die linke Radhälfte gerechnet denselben Wert 
ergeben wie über die rechte. 




Fig. 229. 



r 



178. Der Spannunf?s- und Deformationszustand des Rades Fig. 230 ist unter der 
Annahme zu untersuchen, dass die Arme und der Kranz den gleichen Quer- 
schnitt haben. 

Anleitung: Man lege, wie inP"ig.231 
angedeutet, den Schnitt bei E durch den 
Kranz und vier Schnitte durch die Arme an 
der Nabe, von denen jedoch der Symmetrie 
wogen nur zwei nicht gegen die Lotlinie 
symmetrische z. B. C und D gebraucht 
worden. Der Symmetrie wogen ist 7^ = 0. 
E^ bleiben sonach die S Unbekannten Ä, 

Tr, Mr. Ä/, T,i, Mi, X, , Mr ZU bostimnion. Hierzu dienen die 7 
Gloifhnii^'on : .Ix = , Ax,i = , Ayr = Ayd , ßc = 0, /9,i = , 
Jcr.r =0, ßr ^=0 sowie eine aclito (iloichung, welche ausdrückt, dass die 
Vortikalkompononton der Scbnittkräfte und der äusseren Kräfte die Summe 
Null orixobon. 





Fig. 23(). 



Fig. 231. 
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Der gebogene Stab Fig. 232 habe die Form eines Halb- 
kreises im vollständig unbelasteten, auch durch das Eigen- 
gewicht nicht beeinflussten Zustand. Wie gross sind die 
elastischen Wirkungen Ax , Ay , ß in E, welche durch das 
Eigengewicht hervorgebracht werden ? 



Ein gusseiserner Hohlzylinder sei stehend gegossen 
und ausgebohrt worden. Um wieviel vermindert sich 
der senkrechte und um wieviel vergrössert sich der 
wagerechte Durchmesser, wenn der Zylinder nach 
Fig. 233 auf eine ebene Unterlage gelegt wird ? 

Zahlenbeispiel: r = 80cm, d = 4 cm , 
i:==950 000 kg/qcm. 

Anleitung: Man lege einen Schnitt bei E und 
führe die Schnittkraft Se und das Schnittmoment Me als Unbekannte ein. 
Zur Berechnung dienen die Gleichungen Axe = , ße = . 




Fig. 233. 



Ein Stahlgussring von der Form Fig. 234 sei nur 
durch sein Eigengewicht belastet. Man suche das 
Moment im gefährlichsten Querschnitt in seiner 
Abhängigkeit von den Koordinaten a und h der 
Stützpunkte auszudrücken, indem man diese als 
veränderlich betrachtet. (Nach Julius Schenk, 
Festigkeitsberechnung grösserer Drehstrommaschi- 
nen. Leipzig, Teubner 1903.) 



Der elastische Ring, Fig. 235, rotiert mit n Touren pro 
Minute um seinen senkrechten Durchmesser. Man be- 
rechne die hierbei stattfindende Veränderung des senk- 
rechten und des wagerechten Durchmessers sowie Ort und 
Grösse des grössten Schnittmoments. 




Der Doppelring Fig. 236 (Kolbenring) sei einem von aussen 
wirkenden Druck p kg/cm ausgesetzt. Welche Form nimmt 
der äussere Ring an, wenn sich die Fuge hierdurch schliesst, 
ohne dass daselbst ein Druck entsteht? 



Fig. 235 




Fig. 23Ü 
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Fünfte Aufgabengruppe. 



184. Man untersuche die Biegungsbeanspruchung, welche ein 
kreiszylindrisches Blechgefäss bei teilweiser Füllung mit 
Wasser erfährt, wenn die Festigkeit der Böden ausser 
acht gelassen wird, und wenn es, wie in Fig. 237, auf 
einer Ebene ruht. 



185. Man untersuche die Biegungsbeanspruchung eines 
Rohres von elliptischem Querschnitt durch inneren 
oder äusseren überall gleichen Flächendruck. 

Anleitung: Man ersetze die Ellipse durch Kreis- 
bögen (s. Fig. 238), deren analytische Behandlung mit 
trigonometrischen Funktionen möglich ist. 



186. Eine Lagerschale, Fig. 239, welche die Hälfte des Zapfens 
umfasst und nur in der Mitte unterstützt ist, soll so aus- 
geführt werden, dass überall gleicher Flächendruck statt- 
findet. Dabei soll die Berührungsfläche nach dem Radius 
r^ ausgedreht werden, während r^ der Radius des Zapfens 
ist. Welche Form erhält die Lagerschale im Querschnitt, 
wenn P der Zapfendruck ist? 




Fig. 23; 




Fig. 238. 




Fig. 239. 



187. Welche Form erhält die Lagerschale unter 
den Voraussetzungen der vorigen Aufgabe, 
wenn der umspannte Winkel der Lager- 
schale 90^^ ist und zwar nach Fig. 240, 
wenn die Schale in der Mitte gestützt 
ist oder nach Fig. 241, wenn sie in zwei 
Punkten gestützt ist. 





Fig. 240, 



Fig. 241 



188. Ein ela<?tischer Ring (Kolbenring) soll nacli Fig. 242 so 
gestaltet werden, dass er, im ungespannton Zustand mit 
klaffender Fuge abgedreht, nach dem Einsetzen in den 
Zylinder bei geschlossener Fuge die Zylinderwand mit 
überall gleichem Flächendruck berührt. Wolcbo Form ist 
der inneren Grenzlinie zu geben V 




Fig. 242 



189. Ein Schwungrad von der ffcstalt Fiix. 243 rotiert gleichmässig mit )\ 
Touren pro Minute. Man ermittle den infolge der Zentrifugalkraft ent- 
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Fig. 243. 



n Spannungszustand, insbesondere die gröss- 

Kranz entstehenden Schnittmomente. 

leitung: Die elastische Linie des Kranzes 

tili zur Armmittellinie, wie zur Mittellinie 

iwinkels symmetrisch. Daher wird für den 

lacli letzterer Ay^^ : zlx^ = tangcti , i^j = . 

rleiiliungen genügen zur Berechnung der 

raft S^ und des Schnittmomentes Jtf|. 
der Berechnung von /iXi und /ly^ kommt 

[\e Dehnung der Zentrallinie des Armes durch seine eigene Zentri- 

tt (vergl. Aufg. 66), durch die Zentrifugalkraft des Kranz-Sextanten 

Schnittkräfte S^ als auch die Deformation des Kranzes durch die 
(klastischen Element wirkende Schnittkraft S (s. § 74) und das Mo- 
in Betracht, während die Trans versalkräfte T, die in der Figur 

ernachlässigt werden können. Bei besonders grosser radialer Kranz- 
auf S 114 Rücksicht zu nehmen. 

Aufgabe findet sich vollständig durchgeführt in Grashof, Theorie 

5tizität und Festigkeit S. 278. Ihr Ziel, die Vermeidung von 

[radexplosionon, gewinnt mit der fortschreitenden Steigerung der 

idigkeit immer grössere Bedeutung. 



Sechste Aufgabengruppe. 

Torsion gerader und gekrümmter Stabe. 



190. Die Arbeitsleistung einer Turbine (N Pferd) soll durch eine Flusseisen- 
Welle von n Touren pro Minute, einer Fabrik zugeführt werden. 
Welchen Durchmesser erhält die l m lange Welle, die nur auf Torsion 
beansprucht ist, wenn die grösste Zerrung (s. § 86) nicht grösser werden 
soll als 800 kg/ qcm ? Wie gross ist die Verdrehung zwischen Anfangs- 
und Endquerschnitt? Wie gross ist die von der Welle aufgenommene 
elastische Energie'? 

Zahlenbeispiel: i\"= 250, n«=180, Z=60m. jB= 2000000 
kg /qcm. 

191. Auf einer schmiedeisernen Welle von 20 cm Durchmesser ist ein Schwung- 
rad festgekeilt, dessen Gewicht G = 1000 kg und dessen Trftgheitsradius 
i == 100 cm ist. In 7 m Entfernung befindet sich ein zweites gleich grosses 
Schwungrad, welches mit n = 50 Umdrehungen pro Minute lose auf der 
zunächst ruhenden Welle rotiert, jedoch durch eine Klauenkappelung mit 
der Welle verbunden werden kann. Wie gross ist die Anstrengung der 
Welle, wenn diese Einrückung momentan erfolgt? Wie gross ist die Dauer 
der entstehenden Schwingungen beider Räder? 



192. Die Wellen / und // (Fig. 244) haben 80 mm 
Durchmesser. / bewegt sich, von einem Mo- 



I 

o 



tor angetrieben, mit gleichbleibender Ge- i.\.-.l. ! 

I I ^ ' ,Y ' ' ' ' ' "♦* 

schwindigkeit, während // diejenige ungleich- 



I ' 






m 



massige Geschwindigkeit empfängt, die sich -^.- , • - x ». 

aus der Verbindung beider Wellen durch 0;, -^\ F ^ , 



- "* \ 



elliptische Zahnräder ergibt, deren Achsen 

sich verhalten wie 3:4. Auf der Welle // ^'^^* ^^• 

ist fest^'ekeilt ein Schwungrad vom Trägheitsradius / = 0,8 m und dem 



Torsion gerader und gekrümmter Stäbe. 
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Gewicht ö = 120 kg. Wie gross darf der Sekunden winkel co^ (Winkel- 
geschwindigkeit der Welle / in 1 Sekunde, gemessen in Bogenmass) sein, 
wenn die durch den Trägheitswiderstand allein bedingte grösste Zerrung in 
einer der beiden Wellen das zulässige Mass Eb== 800 kg/qcm nicht über- 
schreiten soll? 

Anleitung: Man zeichne mit offenem Massstab den Hodograph (Ge- 
schwindigkeitsriss) von F sowie hierzu den Beschleunigungsriss und finde 
so die grösste Beschleunigung o^ als F(cöi) u. s. w. 



1» Auf der Kurbelwelle (Fig. 245) einer Dampfmaschine 
sitzen zu beiden Seiten der Kröpfung die Räder / und 
//, deren Trägheitsmomente J^ und J2 sind. Das Rad 
// dient als Riemscheibe und empfängt durch den Rie- 
men das konstante Belastungsmoment Mb» Wie gross 
sind die Torsionsmomente in der rechten und der linken 
Wellenhälfte, wenn auf die Kurbel das Kraftmoment 
Mk wirkt? 




Fig. 245 



f- 



Für einen auf Torsion beanspruchten Stab von recht- 
eckigem Querschnitt (Fig. 246) bedeute Xh die aus 
Gleichung (283) folgende grösste Schubspannung, wäh- 
rend mit x' die grösste Schubspannung bezeichnet 
werden mag, die aus der älteren Theorie hervorgeht (s. 

Anm. 1 S. 102), nämlich x = -j- T/^P ^ c\ unter 

tfx 

Jx das polare Trägheitsmoment des Querschnitts verstanden. Man berechne 

X b 

~ für die Verhältnisse — = 1, 1,5, 2, 3, 4, 5, 10. 

X c 




Ein Schmiedeisenstab von dem Querschnitt Fig. 246 (26 = 2 cm, 2c=lcm) * 
wurde an beiden Enden durch entgegengesetzt drehende Kräftepaare 
J/j. = 250 kg cm auf Torsion belastet. Dabei wurde beobachtet, dass sich 
zwei materielle Querschnitte von 40 cm Abstand gegenseitig um den in 
Bogenmass ausgedrückten Winkel ^ = 0,000652 verdrehten, während durcli 
einen anderen Versuch J57 = 2106000 kg/qcm ermittelt war. 

Wie gross ist G (§ 38) für m= i% ? Wie gross ist D (§ 84)? 
Wie gross wird der Zahlenfaktor für eine der drei ersten Gleichungen 
(302), wenn man sie auf den Versuch anwendet? 

Braaer, Festigkeitslehre. 15 
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Sechste Aufgabengruppe. 
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196. Die Schraubenfeder ÄE (Fig. 247), welche mit dem Rahmen um Jie 
senkrechte Achse Z rotieren kann, soll, wenn der 
Rahmen in Ruhe ist, mit einer solchen Spannkraft Z 

Kq eingesetzt werden, dass bei einer gewissen Tou- 
renzahl nj die Kraft, mit welcher die Feder bei A ^ 
und E auf den Rahmen wirkt, einen gegebenen 
kleineren Wert K^ hat. 

Welche Bedingungen ergeben sich hiernach für 
die Form und Grösse der Feder, und wie gross ist 
die Spannkraft der Feder in dem Mittelschnitt durch 
die iZ'- Achse für n = 71^ ? 






Fig. 247. 




197. Ein nach der archimedischen Spirale mit n ganzen 
Windungen gebogener Stab (Fig. 248) sei bei Ä 
fixiert, bei E durch eine zur Windungsebene nor- 
male Kraft K im Mittelpunkte der Spirale belastet. 
Wie gross ist K, die Federung und das Arbeitsver- 
mögen der Feder für E = 2200000 kg/qcm und 
Tmax = 3000 kg/qcm ? 

Zahlenbeispiel 1: r^ = 4 cm, r2 == 19 cm, n = 3, Stabqu 
schnitt Kreis von 2,5 cm Durchmesser. 

Zahlenbeispiel 2: rj = 3 cm, rj = 8,5 cm, n = 5. Stabqu 
schnitt Rechteck von 1 cm Breite und 14 cm Höhe. 

Anleitung: Setze näherungsweise ds = rda. 



Fig. 24S. 



198. Die Feder Fig. 248 sei in der Mitte bei E fixiert 
und am äusseren Ende bei A durch eine nach der 
Achse gerichtete Kraft K belastet. Wie beantworten 
sich in diesem Falle die Fragen der Aufgabe 198? 

Anmerkung: Die hier vorausgesetzte Anord- 
nung liegt näherungsweise bei den schneckenförmig 
fjewickelten Pufferfedern der Eisenbahnwagen vor, 
wenn das innere Federende die Pufferstange genau 
l){issend unischliesst. 

199. Eine schraubenförmig gewickelte Feder (Fig. 249) 
aus gehärtetem Stahldraht, deren mittlerer Windungs- 
durchmesser 2r das achtfache der Drahtdicke d ist, 
soll maximal durch A' = 40 kg belastet werden. 




Fig. 240 



Torsion gerader nnd gekrümmter Stäbe. 
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\?ie gross ist die Drahtdicke zu nehmen, wenn die grösste Schabspannung 
T = 3000 kg/qcm betragen soll ? Wieviel Windungen sind erforderlich , 
wenn der Belastungszunahme von 20 kg bis 40 kg eine Federung von 5 cm 
entsprechen soll? (? = 780000 kg/qcm. (Vergl. Zeitschr. des Vereins 
deutscher Ingenieure 1891, S. 1397.) 

Wie gross ist die Dauer einer ganzen Schwingung der Feder bei einer 
Gewichtsbelastung von 30 kg a) ohne Rücksicht, b) mit Rücksicht auf das 
Eigengewicht der Feder? 

Anmerkung: Warum ist die Dehnung der Belastung nicht pro- 
portional, falls die Windungen der Feder sich unter 
Druck berühren? 



0. Wie gross ist die grösste Schubspannung, welche in 
einem Stab von dem Querschnitt Fig. 92 entsteht, wenn 
derselbe durch ein Kräftepaar von dem Moment Mx auf 
Torsion beansprucht wird? 




Fig. 92. 
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Siebente Aufgabengruppe. 

Gemischte Beanspruchung stabförmiger Körper. 



201. Zum Verschluss eines Dampfkochers dienten 20 Bügel- 
schrauben (Fig. 250) von 20 mm äusserem und 16,4 mm 
Kerndurchmesser. Man hatte dieselben unter der Annahme 
achsialer Belastung mit — ö = 300 kg/qcm berechnet Wie 
erklärt es sich, dass bei dem normalen Dampfdruck die 
Schrauben brachen und der Deckel fortgeschleudert wurde, 
was den Tod eines Menschen zur Folge hatte. 

Man versuche den Bügel durch einen anders geformten 
zu ersetzen, bei welchem die Schrauben günstiger bean- 
sprucht werden. 




Fig. 250. 



202. Die in Fig. 251 im Schnitt dargestellte Kalander-Walze aus Martinstahl 
(von Schürmann in Düsseldorf) dient zur Ausübung eines gleichmassig 
über die ganze Länge verteilten Druckes von 60 000 kg. 
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I 
Fig. 251. 

Wie gross sind die prössten Spannungen in den gefährlichsten Quer- 
schnitten der Welle und der Hohlwalze, und welche Deformationen sind bei 
Ausübung des vollen Druckes zu erwarten? 

Anmerkung: Man berücksichtige nicht nur die achsial gerichteten, 
sondern auch die Kreisspannungen. (Problem.) 



Oemischte Beansprachung stabförmiger Körper. 



229 



^ 



Unter einem Yerbandstab werde ein Stab verstanden, der ans mehreren 
neben einander gelegten Stäben von verschiedenem Material zusammenge- 
setzt ist, die so fest an einander haften, dass sie sich nicht gegenseitig 
verschieben können, dass also auch für Biegung die 
Bernoullische Hypothese (§50) gerechtfertigt er- 
scheint. Ein Verbundstab kann z. B. aus Holzstäben 
and Eisenstäben, oder aus Gusseisen und Schmied- 
eisen, oder aus Beton und Eisen zusammengesetzt sein. 
Sind z. B, Eb und Ee die beiden Elastizitätsmo- 
dul eines Beton -Eisen -Stabes (Fig. 252), der aus 2 
rechteckigen Stäben besteht, so erhält man für Elemente des Betonquer- 
schnitts Fb und des Eisenquerschnitts Fe nach (147) die Spannungen 




Fig. 252. 



(1) 



Ob = Eb — 1 
Q 



Q 



demnach, analog zu (148), 



S = -{EbfridFb + Ee/fidFe) . 



E. 



Für reine Biegung ist ä = , also mit der Abkürzung ^ 
(2) frjdFb + n/ridFe = . 



= n, 



Die linke Seite dieser Gleichung ist das statische Moment der Beton- 
fläche Fbi vermehrt um dasjenige der n-fachen Eisenfläche Fe» Da das- 
selbe für den Schwerpunkt dieser abgeleiteten Fläche Fb + nFe , er heisse 
Verbundschwerpunkt, Null wird, so ist eine durch diesen gehende Achse 
die neutrale Achse NN des Verbundquerschnitts. 

Für das Spannungsmoment inbezug auf NN erhält man 

M^f6ridF=—{ff)HFb + n/^HFe) 
oder, mit den Bezeichnungen ff] ^dFb^=Jb, /^ '^dFe=Je, 
(3) M='^^-iJb+nJe). 

Aus dieser Gleichung und den Gleichungen (1) folgt, wenn für die 



1) Bei starker Belastung ist bei Beton die Abweichung von dem hier ange- 
nommenen Hookeschen Gesetz ziemlich bedeutend. Daher wäre richtiger 
Gleichung (116) oder (117) zu benützen, was jedoch ziemlich umständlich ist 
und im Interesse der Vereinfachung hier unterbleiben mag. 
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Siebente Aufgabengruppe. 



am stärksten gespannte Beton&ser 7] = b, für die am stärksten gespannte 
Eisenfaser tj ^= e ist, far die entsprechenden Spannungen Cb und c^ 



(4) 



öfc = 



M 



Jb + nJe 



- h , Oe 



Mn 
Jb + n Jt 



8 — 



und die kleinsten positiven, d. h. die grössten negativen Werte iXkr Cb und 
Ce erhält man, wenn man fQr h and e die äussersten negativen Werte von 
71 einführt. 

Nach Vorstehendem unterscheidet sich die Berechnang der Sand- 
spannungen für irgend einen der beiden verbundenen Stoffe nur dadurch, 
dass bei der Berechnung des Schwerpunktes und des 
Trägheitsmoments die Fläche des andern Stoffes mit ihrem 
n, d. h. mit einem Faktor multipliziert wird, welcher das 
Verhältnis ihres Elastizitätsmoduls zu dem des ersten 
Stoffes angibt 

Zahlenbeispiel: Welche Spannungen ob und a« 
entstehen in dem Querschnitt Fig. 253 durch ein Biegungs- 
moment Jf = 1500 kgcm, wenn die unteren Fasern Zug, 
die oberen Druck erhalten, für n= 8.*) 




204. Fig- 254 stelle die Kranzverschraubung eines Riemenschwungrades dar, 
welche infolge der Zentrifugalkraft nur auf Biegung beansprucht wird. 




I 



1--^ 
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Fig. 254. 



Welche Spannung, bezogen auf 1 qcm des Kernquerschnitts entsteht in 
den Schrauben, wenn für ein biegendes Moment, welches die äussersten 
Fasern des Kranzes auf (J = 300kg/qcm beansprucht, der Druck zwischen den 
äusseren Arbeitsleisten in der Fuge verschwindet, und wenn angenommen 
wird, dass der Druck auf die inneren Arbeitsleisten in deren Mittellinie 
angreift ? 



1) M. Koenen, Zentralblatt der Bau Verwaltung 1902. Wayss und Freitag, 
Der Betoneisenbau, seine Anwendung und Theorie 1902. 
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I. Um wieviel senkt sich der Angriffspunkt der Last 
bei einem Kran von der Form Fig. 255, unter dem 
Einfluss der Last, und wie gross ist die in dem Kran 
hierbei aufgenommene elastische Energie? 

Man berechne ein Zahlenbeispiel nach selbst ge- 
wählter Aufgabe. 




I. Die in Fig. 256 dargestellte Säule besitze einen ringförmigen Querschnitt 
von überall gleichem Durchmesser 2 a und der Wanddicke d, Sie soll durch 
die senkrecht wirkende Kraft K belastet werden, welche 
zwar in der Achse wirken soll, fttr welche jedoch eine ge- 
wisse Exzentrizität e möglich ist und daher auch für die 
Rechnung im Interesse der Sicherheit angenommen werden 
mag*. Man erhält für die grösste Druckspannung in irgend 
einem Querschnitt der Säule unabhängig von l nach § 56 



-'=§b^m)i 




Fig. 256. 



unter i den Trägheitshalbmesser des Querschnitts verstanden (s. Aufg. 6). 
Zahlenbeispiel: JE:=30000 kg, -=0,2, ^1^=0,5 (geschätzt), 

/ = 6 m. ö = — 250 kg/qcm. Wie gross ist a und d? 

Wie gross ist für die berechnete Säule die Eule r sehe Knickkraft nach 
Aufg. 113 für zentrale Belastung? 

Anmerkung: Bei den früher viel benutzten „Knickformeln" von Navier, 
Schwarz, Rankine (s. Foeppl, Festigkeitslehre § 61) wurde e dem Ausdruck 

— proportional gesetzt, was höchstens für sehr schlanke, ungenau ausgeführte 
Stäbe einige Berechtigung hat. 



07. Ein gemauerter Pfeiler (Fig. 257) von quadratischem 
Querschnitt werde im Abstand c von oben durch die 
Horizontalkraft H belastet. Man ermittle die grösste 
Zug- und Druckspannung in einem Querschnitt im 
Abstand z von oben, stelle die Gleichung y = f{2) der 
Stützlinie, d. i. der Resultante aus H und der Schwere 



tf 



M. 



-d^ 



e 



M 



Fig. 257. 



Gemischt« Beanspruchung stabförmiger Körper. 



■233 



0) 



(2) 



Sk 



f = — fadF = - ^'^ ft]dF = 
= - fat]AF =-^ frj HF = 



a 



a 



Aus beiden Gleichungen folgt durch Division 



(3) 



i = 






in welcher Gleichung J und 3K transzendente Funktionen von Je sind. Um 

i za finden, berechne man ^, eine Länge, die u heisse, für einige Werte 

vou Je und zeichne die Kurve uß. Der Punkt, für welchen u = Jc wird, 
ergibt den gesuchten Wert von Je. Mit demselben kann man Ca sowohl aus 
(1) wie aus (2) berechnen. 

Jenachdem Zugspannungen möglich sind oder nicht, ist der nicht 
schraffierte Teil des Querschnitts bei der Berechnung von 2W und J zu be- 
rücksichtigen oder wegzulassen. 



200cm 



\ Ein gusseisernes Kunstkreuz (Fig. 259) hat beim Heben in der gezeichneten 
Stellung eine Kraft Zj = 20000 kg, beim Senken eine Kraft K^ = 10000 kg 
zu übertragen. Die Doppel-Spannstange A aus 
Flacheisen ist so zu bemessen und beim Mon- i . 

tieren mit einer solchen Anfangsspannung zu 
versehen, dass sie beim Heben eine Zugspan- 
nung von 800 kg/qcm, beim Senken eine 
solche von 300 kg/qcm erfährt. Die Guss- 
eisenarme sind mit 200 kg/qcm möglichst gleich 
stark in allen Querschnitten zu beanspruchen. 
Die Wahl der Querschnittsform ist freigestellt. 
Zur Erzielung der Anfangsspannung sollen die 

Spannstangenteile so gebohrt werden, dass bei ihnen die Entfernung der 
Bolzenlöcher um den Betrag X kürzer ist als bei den Armen. Wie gross 
ist Jl? Wie gross ist die Kraft, mit welcher die Armköpfe aneinander ge- 
zogen werden müssen (z. B. durch einen Flaschenzug), um die Teile zu- 
sammensetzen zu können? 




Fig. 259. 



10. Der in Fig. 260 dargestellte Rahmen wird durch gleiche Momente Mx 
welche mit entgegengesetzter Drehrichtung auf die Teile A und B wirken. 
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Siebente Aufgabengruppe. 



belastet. Wenn von der Elastizität von A und B ab- 
gesehen wird, so findet nur eine Biegung und Torsion 
der runden Rahmenteile C und D statt, und zwar 
stehen die entsprechenden Deformationen in einem sol- 
chen Zusammenhang, dass die Endflächen in ihrer Ebene 
verbleiben müssen. Nach dieser Bedingung kann die 
statisch unbestimmte Aufgabe gelöst und die Anstrengung 
berechnet werden. Die Bezeichnung durch Buchstaben 
oder Zahlen bleibt freigestellt. 



Z 



J-J 



D 



B 



%^M 



Fig. 26 



211. Der Rahmen Fig. 261 sei in den 4 Ecken festge- 
schraubt und in der Mitte durch eine zu seiner Ebene 
normale Kraft K belastet. - Die Rahmenseite sei von 
Mitte bis Mitte Schraube 2a. Während a und 6 sowie 

^/= - gegeben sind, soll e so bestimmt werden, dass 

in den auf Biegung beanspruchten Mittelstäben die 
gleiche Anstrengung (Zerrung) stattfindet wie in den 
auch auf Torsion beanspruchten Umfangsstäben. 
(Nach einer Prüfungsaufgabe von Gras ho f). 




Fig. 261. 



212. Die in Fig. 262 dargestellte gekröpfte Welle ist unter 
der Annahme zu berechnen, dass die Lager mit Kugel- 
schalen ausgestattet sind, dass die Welle, die Kurbeln 
und die Zapfen überall gleichen Kreisquerschnitt haben, 
und dass die Welle hinreichend dünn ist, um als Stab 
behandelt werden zu dürfen. Das Moment der Kraft 
K^ wird bei C durch eine elastische Kupplung weiter 
geleitet, welche keine Einzelkraft auf die Welle über- 
trüL't. 




Fig. 262. 



213. Ein kreisförmig gebogener, jedoch nicht geschlossener 
Draht werde mit seinem Ende A fixiert und in dem 
andern Ende E durcli die zur Kreisebeno normale Kraft 
A" l»elastet. Wie pross ist die Federung AE (in 
Fii?. 263 perspektivisch dargestellt), wenn der mittlere 
Kreishalbmessor r und die Drahtdicke d ist, voraus- 
iresetzt, dass AE vorglichen mit r klein ist? 



Z\ 




Gemischte Beansprachang stabformiger Körper. 
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US Flacheisen Ton a = 7 cm Höhe und b =2 cm Dicke bestehende 

ng Fig. 264, dessen mittlerer Halbmesser 

5 cm ist, werde durch die senkrechte 

K belastet. Wie gross darf K sein, 

lie übliche Anstrengung nicht überschritten 

i soll? 

nleitung: Man denke sich den Ring bei 
chnitten und führe daselbst die unbe- 
n Schnittkräfte Kxj Ky, Kx und die un- 
iten Schnittmomente Mx^ Myj Mx ein, 
aus den fünf Gleichungen Jx = 0, 
0, J^: = 0, ßx = 0^ ßy = 0, zu denen 
Is sechste Kx= V2-^ hinzukommt, berechnet werden können. Bei 
ifstellung der fünf Wirkungsgleichungen sind sowohl die Kräfte und 
ite bei E wie die bekannte Kraft K zu berücksichtigen. 




Fig. 264. 



Achte Aufgabengruppe, 

Wandförmige Körper. 
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215. Ein Wasser-Schieber bestehe, wie Fig. 265 andeutet, aus einem Holzrahmen 
und einer als Füllung dienenden Blech tafel. Die 
Füllung hat die Höhe a und die Breite 6; die 
Breite des in den Rahmen eingelassenen Streifens 
sei dabei vernachlässigt. Man versuche die Dicke 
der Blechtafel d unter der Voraussetzung zu be- 
rechnen, dass der Wasserspiegel mit ihrer Ober- 
kante in gleicher Höhe liegt und dass der Rah- 
men gegen Biegung vollkommen unnachgiebig ist 
(s. Grashof Th. d. El. u. F. S. 365). 

Zahlenbeispiel: a = 1,5 m, 6 = 0,75 m. 



"•d\ 
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Fig. 265. 



Max^e = 600 kg/qcra. 






216. Für ein Gerinne aus Zement-Beton von dem Querschnitt Fig. 266 sind die 
Dimensionen a und h zu berechnen. Dabei ist von dem Erddmck auf die 
Seiten wände abzusehen. Statt dessen werde der 
hydrostatische Druck des Grundwassers bei der ^ 

Spiegelhöhe 00 für das volle wie für das leere 
Gerinne in Rechnung gezogen. Die Zugspannung 
soll nirgends grösser werden als 1 kg/qcm. / = 
2,200 kg/1. 

Anleitung: Man berechne zunächst a und 
h nach Festigkeit, hierauf untersuche man, ob 

das Gewicht des leeren Gerinnes jrrössor ist als der Auftrieb im Grund- 
wasser. Ist dies nicht der Fall, so sind die Dimensionen a und h ent- 
sprechend zu verstärken, wobei zu erstreben ist, dass die Bruchgefahr 
möglichst klein wird. 



Fig. 206. 



Wandförmige Körper. 
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I. Die kreisförmige Platte Fig. 267 aus Zement-Beton dient dazu, den Druck 
einer Säule auf eine hinreichende Grundfläche zu fiber- 
tragen. Welche Höhe h muss die Platte erhalten, 
wenn die Säule einen Druck von 15000 kg ausfibt 
und wenn dieser sowohl auf die Platte gleichförmig 
verteilt wirkt, als auch von derselben gleichförmig 
verteilt auf den Baugrund fibertragen wird. Ffir 
die grösste Zugspannung ist eine passende Wahl 
zu treffen. 



SO-* 



Fig. 267. 



|& Das Rohrende Fig. 268 sei durch eine Metallplatte ver- 
schlossen, welche, wie angedeutet, so befestigt ist, dass 
sie sich am Rande nicht in der Richtung des Radius ver- 
schieben kann. Die bei einem inneren Überdruck von 
l> Atm. entstehende Spannung und Deformation der Platte 
ist unter der Voraussetzung zu berechnen, dass dieselbe 
im spannungslosen Zustand eben ist. (Nach Foeppl, 
Festigkeitslehre, Aufg. 37.) 



\ 



I, Die in Fig. 269 dargestellte kreisförmige Scheibe 
(Tellerventil) werde durch den gleichmässigen Über- 
druck ^ kg/qcra belastet. Man ermittle den Span- 
nungs- und Deformationszustand. 

Zahlenbeispiel: Es sei Z=18 cm, jfc = 14 cm, 
I? = 15 kg/qcm. Max(^6) = 500 kg/qcm. Wie 
gross ist dl 
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Fig. 268. 




lO. Ffir eine Dampfleitung soll ein Kompensationsteller nach Fig. 270 aus 
Flusseisenblech konstruiert werden. Welche Blechdicke 
ist ffir die Wandflächen zu verwenden, damit sie bei ge- 
nfigender Festigkeit doch möglichst nachgiebig werden. 



und welches ist das grösste elastische Spiel, welches — -f- 



I 



<FSc7ru 



durch einen Korapensator erreicht werden kann. Dabei 
sei der Dampfdruck 12 Atm., die zulässige Spannung 
9 kg/qcm, der Elastizitätsmodul 2 100 000 kg/qcm. 

In welchen Entfernungen müssen bei einer langen 
Leitung derartige Apparate angebracht werden, um die vorkommenden 
Temperaturschwankungen auszugleichen? 



Fig. 270. 
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Achte AnfgabeDgnippe. 



221. Der in Fig. 271 dargestellte Ring werde am 
innern und am äusseren Umfang durch gleichmässig 
verteilte Zylinderkräfte (s. § 90) 2jtK^ und 2jtK2 
von gleicher Grösse und entgegengesetzter Rich- 
tung belastet. Man ermittle den hierdurch ent- 
stehenden Spannungs- und Deformationszustand. 







l-VT I 



Fig. 271. 
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222. Die in Aufg. 221 vorausgesetzte Belastung ähnelt derjenigen eines loseo 
Rohrflansches, und zwar umso mehr, je grösser 
die Anzahl der Verbindungsschrauben ist und je 
näher dieselben am äusseren Rande sitzen. Wie 
ändern sich die Ergebnisse, wenn zwar unendlich 
viel Verbindungsschrauben, also eine stetige Ver- 
teilung ihrer Wirkung, jedoch die übliche, in 
Fig. 272 angedeutete Verschiedenheit zwischen 
dem Lochkreisdurchmesser und dem äusseren Flanschdurchmesser ange- 
nommen wird? (Westphal, Berechnung der Festigkeit loser und fester 
Flansche, Zeitschr. d. V. d. Ing. 1897 S. 1036.) 



Fig. 272. 



223. Eine aus Nickelstahl angefertigte Scheibe von den 
Abmessungen Fig. 273 rotiert mit einer Umfangs- 
geschwindigkeit von 100 m/sec um eine senkrechte 
Achse. Man berechne den Spannungszustand, ins- 
besondere die grösste Hauptspannung, ferner die 
grösste Zerrung, endlich die Änderungen des in- 
neren und des äusseren Durchmessers infolge der 
Zentrifugalkraft (s. d. Anm. S. 163). 
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^n-^ 



h 









224. Ein zylindrisches Blechgefäss (Zentrifuge) (Fig. 274), mit 
ebenen Böden, von denen der obere in der Mitte durch- 
bohrt ist, rotiert um eine senkrechte Achse. Man be- 
rechne die in dem Blcchmantel entstehende Spannung a) fftr 
das leere, b) für das mit Wasser gefüllte Gefilss und zwar 
beidemal unter Vernachlässigung? des Zusammenhanges 
zwischen dem Mantel und d^n Böden. 

Zahlenbeispiel: rt = 0,45m, A = 0,8m, n = 2000 
Touren pro Minute. Welche Dicke erhält die Wand bei der fftr Dampf 
kessel üblichen Beanspruchung? (s. § 103). 




Fig. 274. 



Wandfönnige Körper. 
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5« Welche Beanspruchung erfahren die Böden der Zentrifuge der vorigen Auf- 
gabe, und welche Dicke erhalten sie, wenn von der vom Mantel ausgeübten 
Radialspannung abgesehen wird, für dasselbe Zahlenbeispiel und bei gleicher 
Beanspruchung wie der Mantel? 

Anleitung: Von der in § 90 u. s. w. behandelten Aufgabe unter- 
scheidet sich die vorliegende besonders dadurch, dass p eine Funktion des 
Radius ist Hierdurch treten in den Gleichungen (327) und (333) ent- 
sprechende Änderungen ein, die jedoch nur mathematischer Natur sind. 

B« In einem l m langen Rohr vom lichten Radius r (Fig. 275) 
und der Wanddicke d in cm bewege sich Wasser mit 
der Geschwindigeit c m/sec. Wird das Wasser plötz- 
lich durch Verschluss des unteren Rohrendes in der 
Bewegung gehemmt, so entsteht ein hydraulischer Stoss 
und hierdurch eine Zunahme der Spannung in der Rohr- 
wand. Man untersuche den Zusammenhang der hier in 
Betracht kommenden Grössen. 

(s. Grashof, Th. d. E. u. F. S. 401.) 




Fig. 275 
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. Man berechne die Spannungen und Deformationen, welche in dem 
kolben Fig. 276 bei einem von oben 
wirkenden Dampfüberdruck von 'p Atm. 
entstehen und zwar zunächst unter Ver- 
nachlässigung, sodann unter Berücksich- 
tigung des Eigengewichts, und ermittle 

diejenige Grösse von ^, welche einer 'p* — 

f« — 

normalen Anstrengung des Materials i 

(Gusseisen) entspricht. (Vergl. Rey- 

mann, Festigkeit und Reibung der 

Dampf kolben, Zeitschr. d. V. d. Ing. 1896 S. 85.) 

\m Der zylindrische Mantel des in Fig. 277 dar- 
gestellten Gefässes verursacht insofern bei 
der Festigkeitsberechnung besondere Schwie- 
rigkeiten, als dessen Mittellläche infolge 
der punktiert dargestellten Deformation des 
Meridianschnittes in einen nicht mehr zylin- 
drischen Rotationskörper Obergeht (s. Gras- 
hof, Th. d. E. u. F. S. 316). Um beurteilen 
zu können, ob in einem ge^^ebenen Falle die 
Meridianspannungen oder die Kreisspannungen Fig. 277. 



Trichter- 







240 Achte Aufgabengruppe. 

ohne zu grossen Fehler vernachlässigt werden können, berechne man 
1) die Vergrösserung Ar des Zylinderradius, welche entstehen würde, 
wenn der Zylinder unendlich lang wäre, sodann 2) die Durchbiegang 
!/(,, welche bei unendlich grossem Radius und der gegebenen Länge sUtt- 
linden würde. Sind die Deformationen Ar und y^ nicht sehr verschieden, 
so ist eine genauere Rechnung notwendig. Bei welchem Verhältnis l\f 
wird dieser Fall eintreten, wenn d die Wanddicke ist? 

Anleitung: Wäre die für r = oo berechnete Meridianlinie die rich- 
tige auch für den endlichen Wert r, so könnte nach Gleichung (376) der 
Eintluss der Kreisspannungen durch einen äusseren Druck 

Pk = -Ok = E-^ 6k =Ey^y 

ersetzt werden. Die Gesamtbelastung eines zur Achse parallelen Mantel- 
elements von der Breite 1 cm von innen nach aussen ist danach 

P^ — f pk^x = 2-ß, 

unter R die radial gerichtete Spannkraft eines Bodens pro 1 cm Umfiemg 
verstanden. 

Berechnet man die elastische Linie des Mant^lelements unter EinflQhruDg 
der Kräfte p, pk und i? von neuem, so wird dieselbe von der vorher ge- 
fundenen etwas verschieden sein und der wahren Form etwas näher liegen. 
Entnimmt man sodann dieser Linie die zur Berechnung von pt dienenden 
y und wiederholt die Rechnung, so werden die Unterschiede immer kleiner, 
und man kann sich je nach Bedürfnis dem wahren Wert nach Belieben 
nähern. 

229. Fig. 278 stellt ein Element einer sogenannten Belle- 
ville-Feder dar. Dasselbe besteht aus zwei Teilen 
von der Form abgestumpfter Hohlkegel, die sich in den 
Gnunlflächen berühren. "" ^^I >^ tcni 

Man berechne die Federungsenergie, welclio von 
«•incni solchen llohlkogel bei einer Maximalspannung 
(j ^-_ :joOO k^''(icm auf^'enonimen worden kann. 

230. Der in Fig. 270 dargestellte Hohlkörper, welcher die Form eines Rota- 
tionskörpers hat, wird zwischen den ebenen Druckllilchen der Körper I 
und II einem Druck in Richtung der Achse unterworfen. Man unter- 




Wandförmige Körper. 
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suche den entstehenden Spanuungs- und Deforma- 
tionszustand, insbesondere die grOsste Spannung und 
die grösste Zerrung. 

Anmerkung: Diese Aufgabe bildet die Grund- 
lage für die Beurteilung der Elastizität von gewellten 
Flammrohren für Dampfkessel. 



■ 




Fig. 279. 




Eine kreisförmige, anfangs ebene Blechplatte sei am 
Rande, wie Fig. 280 andeutet, befestigt und in der 
Mitte vermittels eines daselbst befestigten Balkens 
durch ein Eräftepaar belastet. Man untersuche den 
entstehenden Spannungs- und Deformationszustand. 
(Problem.) 



Ein gemauerter Turm von 100 m Höhe, Leuchtturm, der einen Appa- 
ratenraum trägt, soll als hohler Rotationskörper so gestaltet werden, dass 
infolge des ruhenden Druckes überall gleiche Meridian- und Ereisspannungen 
entstehen. Die auf den Baugrund übertragenen Radial-Eräfte können cnt- 
vtreder durch diesen selbst oder durch einen starken Eisenring aufgenommen 
werden . 

Die Traglast sei 500 1, die Druckspannung nirgends grösser als 
— a=10 kg/qcm. 



Brauer, Festigkeitslehre. 
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Neunte Aufgabengruppe, 

Gedrungene Körper. 

383. Man ermittle für einen gekrümmten Stab (s. S 114) von dem rechteckige» 
Querschnitt (Fig. 281) die Verhältnisse -*" , , unter Einführung der Vef' 

hältniszahlen 

A _ 1 1 1 1 
n~^' 2' 3' 4' 5' 

bcsiinimo hiernach die Randspannungen innen und 
aussen für P = , JÜT =^ und vergleiche sie mit 
den entsprechenden Randspannungen, die sich beim 
gerailen Stab für gleiches Biegungsmoment er- 
geben . 

Für welches Verhältnis wird der relative Fehler kleiner als 0,01, den 
man begeht, wenn man den gekrümmten Stab als geraden behandelt? 

2S4. Man stelle die Hauptdehnungen Sx, Sy, Sx für einen Zylinder mit innerem 
oder äusserem Mantel-Druck als Funktionen von z durch Kurven mit der 
Abszisse z und den Ordinaten 6r, fy, ev dar (s. § 106 bis § 108). 

235. Mön stelle die Hauptdehnungen fx, £v für eine dickwandige Hohlkngel mit 
innerem Druck p^ und äusserem Druck pj = als Funktionen von z 
durch Kurven mit den Abszissen z und den Ordinaten £x, £y dar (s. 
§ 110). 



Fig. 281 . 



236. Ein Rohr (z. B. ein Geschützrohr), (Fig. 282) welches einen sehr grossen 
inneren Druck j^Atm. aushalten muss, soll als Mantelrohr aus zwei Ringen 
von gleicher Dicke d hergestellt werden, welche, bei verschiedener Tem- 
peratur zusammengesetzt, nach dem Temperaturausgleich gegenseitig einen 



OedruDgeDe Körper. 
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solchen Druck ausüben, dass unter dem Drucke p 
die beiden Rohre gleiche maximale Dehnung in 
Richtung der inneren Kreislinie, also gleiche An- 
strengung erfahren. Wenn r der Radius ist, nach 
welchem die Aussenfl&che des innnern Rohres ab- 
gedreht ist, wie gross ist der Radius (>, nach welchem 
der Äussere Zylinder ausgebohrt werden muss? (s. 
Grashof, Th. d. E. u. F. S. 318). 




Fig. 282. 



r. FQr das Segmentstttck (Fig. 283) sind die Spannungen 
in der inneren und äusseren Randlinie des horizontalen 
Querschnitts AJ zu berechnen, welche durch eine Kraft 
K = 1000 kg hervorgerufen werden und zwar 

a) ohne Rücksicht auf die Krümmung, nach § 56, 

b) mit Rücksicht auf die Krümmung, nach § 116. 




Fig. 283. 



L Um wieviel grösser ergibt sich die Anstrengung eines 
nach Fig. 213 belasteten Ringes nach der Berechnungs- 
weise § 114 bis § 117 als nach derjenigen in § 65 für 

quadratische Stab(iuerschnitte von der Seite 2 a und für 

I* 

den Radius r der Zentrallinie, wenn für das Verhältnis 

a 

der Reihe nach die Werte 2, 4, 6, 8, 10 angenommen 

werden ? 




iL Ein Hohlzylinder von relativ grosser Wanddicke (Fig. 284) 
wird zwischen 2 parallelen FIftchen dem Drucke K aus- 
gesetzt. Man unterbuclie den hierbei entstehenden 
Spannungs- und Defonnationszustand, insbesondere für 
die Punkte grösster Anstrongunj; (s. Grashof, Th. d. 
E. u. F. S. 272). 




Fig. 284 



I. In welchen Punkten eines Kettengliedes von der Form (Fig. 285 und Fig. 286) 
ergeben sich die grössten Spannungen, und wie gross sind dieselben, ver- 
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Neunte Aufgabepgruppe. 



K 



glichen mit der Zagspanuung -^ , welche in 
einem geraden Stab aus dem Eett^neisen 
bei der Belastung entstehen würde (s. 
Grashof, Th. d. E. u. F. S. 273). 





Fig. 285, 



Fig. 2S6. 



241. Für den durch Fig. 287 dargestellten Pleuelstangen köpf ermittle man die 
Spannungen in den gefährlichsten Querschnitten, welche durch eine achsial 
gerichtete Kraft Kx = 5000 kg hervorgerufen werden. 




\90mm/ 
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P%. 287. 



Anleitung: Man zoichno zunächst die Zentrallinie ftlr die ganze 
Länge des Rahmens, zerlege sie in eine hinreichende Anzahl gleicher 
oder ungleicher Teile (letzteren Falles unter Benutzung solcher Teilpunkte, 
dass die Formen der Teile möglichst einfach werden) und drücke inbezug 
auf das Koordinatensystem XY die Werte ßr un<l Aije für E infolge der 
bekanntiMi Kraft Kx sowie einer unbekannten Sclinittkraft Sc und eines 
unbekannten Sehnittmoments J/^ iuis, zu deren Bestimmung die Gleichungen 
ßf=0^ Ay, -^ \) genügen. Nachdem M, und St gefunden sind, kann 
man diese mit Kx zu einer Resultante li zusammensetzen, aus deren Lage 
die Momente in den einzelnen Querschnitten hervorgehen, indem man i2 
mit den Hebelarmen multipliziert. Hiernach zeigt sich, ob die Querschnitte 
wenigstens angenähert gleiche Anstrengung erfahren, oder ob Andernngeu 
vorzunehmen sind. 



Gedrungene Körper. 
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Wie gross ist die biegende Kraft Ky (Folge der zur Achse normalen Be- 
schleunigungskomponente), durch welche der Pleuelkopf ebenso stark an- 
gestrengt wird wie durch die Achsialkraft Kx = 500Ö kg der vorigen 
Aufgabe. 



- Fig. 288 stellt einen Flacheisenstab dar, welcher zwei bis auf 
die Mitte gehende Einschnitte hat. Der zwischen den End- 
punkten dieser Schnitte liegende Teil der Stabmittelebene, 
dessen Höhe 2a ist, und dessen Dicke 1 cm sei, erföhrt hier- 
bei eine Beanspruchung, die man bei oberflächlicher Betrach- 
tung geneigt sein würde, als eine Schub- oder Scheerbean- 
spruchung zu bezeichnen. In Wirklichkeit ist die Bean- 
spruchung eine viel verwickeitere. Man suche dieselbe zu be- 
schreiben und der Rechnung zugänglich zu machen. (Problem.) 



^ 
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Ti 



Fig. 288. 




Man versuche den Spannungs- und Deformationszustand fftr den zylindrisch 
angenommenen Kopf eines Schraubenbolzens Fig. 289 zu ermitteln. 

Anleitung: Die Ebene eines Normalschnittes 
zur X-Achse geht durch die Belastung in eine 
krumme Pläche über, die jedenfalls eine Rotations- 
fläche sein wird, also durch die Gleichung der 
Meridianlinie dargestellt werden kann. Stellt man 
diese für ein bestimmtes x als Reihe mit steigenden 
Potenzen von y dar, so darf dieselbe wegen der 
Symmetrie keine ungeraden Potenzen von y ent- 
halten. Die Faktoren sind Funktionen von a;, so- 
nach erhält man etwa 

I = F, {x) + Fj(x) j/2 + FjCx)»/* + 

Ferner muss sein nach Gleichung (10) 

ix 
Weiter ist für jeden zu X normalen Schnitt durch den Kopf Ä =«= 0, also 

öxJ/dj/ = 0. 



Fig. 289. 



Bx = 



f 



Nimmt man an, dass die Unterlage vollkommen starr ist, so wird für 
alle Punkte der Auflagefläche die Deformation g = 0. 

Die mit X parallelen Geraden einer Meridianebene gehen in Kurven 
über, von denen man nur weiss, dass sie die Rotationsflächen g in der freien 
Oberfläche rechtwinklig schneiden (s. § 82). 
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Neunte Aufgabengruppe. 



Weiter sind die Gleichungen (377) sowie die Poissonschen Gleichungen 
(106) zu berücksichtigen. 

Der Gang der Rechnung wird analog zu § 106 zu führen sein, doch 
wird es voraussichtlich nur unter vereinfachenden Annahmen möglich sein, 
die Aufgabe zu lösen. 

Nachdem die Deformationskurven der Senkrechten und Wagerechten 
gefunden sind, kann auch überall die Hauptspannung nach Grösse und Rich- 
tung sowie das Hauptspannungsnetz gezeichnet werden. (Problem.) 

y. 

I 

245. Man ermittle die Schubspannungen, welche in dem Steg ^ 
eines Balkens von dem Querschnitt Fig. 132 entstehen, 
wenn derselbe freitragend durch die Kraft K belastet 
wird und vergleiche sie mit der grössten Spannung öx 
(s. Grashof, Th. d. E. u. F. S. 128). «^^Sä 

Fig. 132. 

246. Der Stab Fig. 290 von rechteckigem Querschnitt, welcher in der Mitte 
durchbohrt ist, werde durch die Kräfte K, K achsial belastet. Man unter- 
suche den Spannungs- und Deformationszustand, 

welcher in der Nähe der Bohrung stattfinden wird. 
Anmerkung: Diese Aufgabe hat Kirsch in der 
Zeitschrift dos Vereins deutscher Ingenieure 1898 S. 
797 behandelt. Er fand, dass innerhalb der Elastizi- 
tätsgrenze die grösste Zugspannung in dem mittleren Querschnitt an den 
liOchgrenzen stattfindet. 



A 



■^ 



Fig. 29<). 



247. Erfahrungsgemäss (Versuche von Kirkaldy, Vickers, v. Bach) hat ein 
Stab von der Form Fig. 291 grössere Zugfestigkeit als ein zylindrischer 
Stab von der Dicke d . 

Diese Erscheinung erklärt sich dadurch, dass 
hier in der Einschnürung ein dreiaclisiger Spannungs- 
zustand entsteht und infolgedessen sowohl dicDeiniung 
in Richtung der Achse, nach Gleicimng (110), wie auch 
derUntorsciiied zwisch(Mi den IIaupts|)aiinun^(Mi kleiner 
ausfilllt als für den geraden Stal> (S 48). 

Man versudie den Spannungs- und Deformations- 
zustand näher zu erforschen, ev. auf iliesem Wege unter Hinzunahme des 
Experiments die noch otfene Frage, wovon die Festigkeitsgefahr bei mehrachsiger 
Spannung abhängt, der Lösung zuzuführen. (Problem.) 




Gedrungene Körper. 
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8. Der dreieckige Mauerkörper Fig. 292 aus isotropem Material vom spezi- 
fischen Gewicht 7 = 2,8 t/cbm, welcher als 
Sperrmauer für ein Stau -Becken dienen soll, 
wird, wenn dasselbe leer ist, nur durch sein 
Eigengewicht belastet. Für diesen Zustand 
suche man die Form der Netzlinien (s. § 30) 
zu bestimmen, ohne von der Bernoul 11 sehen 
Hypothese Gebrauch zu machen . Zur Ermitte- 
lung des Spannungszustandes werde angenom- 
men, dass die Breite der Mauer unveränderlich 
ist, dass keine Tem))eraturänderungen statt- 
finden und dass in den Seitenflächen nur Nor- 
malspannungen herrschen. (Problem.) 




/m^ 



Fig. 'J92. 



). Wie ändern sich die Netzlinien in dem Mauerkörper Fig. 292, wenn das 
Stau -Becken vollständig mit Wasser gefüllt wird unter den übrigens gleich- 
bleibenden Bedingungen der vorigen Aufgabe? Welcher Spannungszustand 
wird sich bei der neuen Belastung einstellen? (Problem.) 



Druck von August Pries in Leipzig. 



